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4.1. VARIACIONES DE m ELEMENTOS TOMADOS DE n EN n 
4.1.1. Definición 


Dado un conjunto de m objetos o elementos, se llaman variaciones 
de esos m elementos tomados de n en n, al conjunto formado por todas 
las colecciones de n elementos elegidos entre los m elementos dados, 
considerando como distintas dos colecciones que difieran en algún ele- 
mento o en el orden de colocación de los mismos. 


El número de variaciones de m elementos tomados de n en n se re- 
presenta por Vm, n. 


4.1.2. Formación y número 


Representemos por Qi, da, da: ..., Am los m elementos dados. 


Las colecciones de un solo elemento que se pueden formar con di- 
chos elementos son: 


Ai; Q2; Az; ...; Qm 


Así pues, el número de variaciones de m elementos tomados de 1 
en 1 es: 


Vm, 1 =m 
Las colecciones de dos objetos podrán formarse agregando sucesi- 


vamente a la derecha de cada elemento cada uno de los restantes, como 
se indica a continuación: 


Ailo, 0,03; ¿11 AAA > AQ; 
Qoli; ats: Ulla; ...... s Alm, 
AAi; Q32; Azla;...... > Alm; 
Oml; Amaz; Amas; Ape > Amam- 


Observando el cuadro anterior vemos que las variaciones binarias, 
o de dos elementos, están distribuidas en filas que contienen cada una 
m — 1 variaciones. Luego, el número de variaciones binarias de los m 
elementos son: 


Vm, 2 = Mm — 1) 
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Si a la derecha de cada variación binaria colocamos sucesivamente 
los m — 2 elementos restantes que no aparecen en ellas, se obtienen to- 
das las variaciones ternarias de los elementos, como se indica a con- 
tinuación: 


210203, 41404, UU: ......... s RUAL: 
Allg, dufa: ifade: ......... - 4030; 
Alala, Allg; Uds: sss sees , 004Um; 
AUmUm-1%1; Amlm-102; Umlm-10353 2222... > Amam-1lm-2 


Es decir, cada variación binaria da lugar a m 2 variaciones ter- 
narias. Luego el número de variaciones ternarias de los m objetos es: 


Vm, s = Vm, 2 : (M—2) = m (m — 1) (m — 2) 


Supongamos que procediendo del mismo modo hemos llegado a for- 
mar todas las variaciones de m objetos tomados de n—1 en n— 1. 
Cada una de estas variaciones contiene n-— 1 elementos, luego hay 
m — (n — 1) = m — n + 1 elementos que no figuran en una de dichas 
variaciones tomadas de n— 1 en n— 1. Así pues, a partir de cada va- 
riación de m elementos tomados de n— 1 en n— 1 se pueden formar 
m — n + 1 variaciones de orden n. Por lo tanto, se tiene: 


Via Va o (Mm — n + 1) 


Si en esta fórmula damos a n sucesivamente los valores 2, 3, 4, ..., N, 
resulta: 


La (m — 1) 
Vm, 3 Ua. 2 e (m — 2) = Vo + Me 6) Mr ad -5 ) 
Vm, A = Vm, 3 ° (m — 3) 


Vm, a s Vos, n-2 * (m— n + 2) 
4 m, n sz Vm, n-1 ° (M—N + 1) 


Multiplicando miembro: a miembro estas igualdades, después de su- 
primir los factores comunes resulta: 


Vo, n= Vm, 1 (M — 1) (m — 2) (m 3) ... (Mm — Nn + 1) 


Y como Vm, y = M, se tiene: 


Vm, nı = M (m — 1) (m — 2) ... (m — n + 1) 


4.2. 


4.2 


.1. De 


De aquí la siguiente regla: El número de variaciones de m elementos 
tomados de n en n (n <m) es igual al producto de n factores conse- 
cutivos a partir de m. 


Ejemplos: 


Es 


Calcular el número de variaciones binarias de los elementos del 
conjunto C =(a, b, c, di y formarlas todas: 


Solución: el número de variaciones binarias es: 


Ves =4-3= 12 


Dichas variaciones binarias son: 


ab; ac; ad; ba; be; bd; 
ca; cb; cd; da; db; de; 


Calcular el número de variaciones ternarias de los elementos del 
conjunto C = (1, 2, 3, 4} y formarlas todas. 


Solución: el número de variaciones ternarias es: 


Vis=4-3-2—924 


Dichas variaciones ternarias son: 


123; 124; 132; 134; 142; 143; 
213; 214; 231; 234; 241; 243; 
312; 314; 321; 324; 341; 342; 
412; 413; 421; 423; 431; 432; 


VARIACIONES CON REPETICION DE m ELEMENTOS TOMA- 


DOS DE n EN n 


-. - e. 


finición 


Dado un conjunto de m elementos, se llaman variaciones con repe- 
tición de esos m elementos tomados de n en n al conjunto formado por 
todas las colecciones posibles de n elementos elegidos entre los m ele- 
mentos repetidos y considerando como distintas dos colecciones que di- 
fieran en algún objeto o en el orden de colocación. 


El número de variaciones con repetición de m elementos tomados 
de n en n se representa por VRm, n. 
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4.2.2. Formación y número 


Representemos por 41, d2, Az, ..., am los m elementos dados. Las co- 
lecciones de un solo elemento (en ellas no puede haber elementos repe- 
tidos) son: 


Qi, Q2; Q3; ...; Qm 
Así pues, podemos escribir: 
VR, y eu m 


Las colecciones de dos elementos, con repetición, podrán formarse 
agregando sucesivamente a la derecha de cada elemento cada unò de 
los elementos dados, como se indica a continuación: 


4111; Ailo; GUA cia x Alm 
adi; Qolo; Gods; ...... MAN 
Q1; Aga; Aga; ...... ; Ag, 
Oml; Amaz; Amaz; aaa , Anam 


Observando el cuadro anterior, vemos que las variaciones binarias 
con repetición están distribuidas en m filas que contiene cada una m 
variaciones. Luego, el número de variaciones binarias con repetición - 
de los m elementos son: 


VR, 2 =M . Mm = m? 


Si a la derecha de cada variación binaria con repetición colocamos 
sucesivamente cada uno de los elementos dados, se obtienen todas las 
variaciones ternarias con repetición, de los m elementos, como se indica 
a continuación: 


q,0,0;; Ailil; Ua: ......... , iU. 
410301, 4,0302; daa: .. .... ; 0d0da0: 
EA dda: dde: 0... AAA 


Esto es, cada variación binaria con repetición da lugar a m variacio- 
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nes ternarias con repetición, y como hay m? binarias, el número de va- 
riaciones ternarias con repetición es: 


VR. 3 = M.m = mMm?’ 


Procediendo sucesivamente del mismo modo para formar las varia- 
ciones con repetición de orden 7n resulta: 


VEm .. = m” 


Ejemplos: 


1. Calcular el número de variaciones binarias con repetición de los 
elementos del conjunto C = 10. b, cl y formarlas todas. 
Solución: 


V Ra, S ie 
Dichas variaciones binarias son: 
aa; ab; ac; ba; bb; be; ca; cb; cc; 
2. Calcular el número de variaciones ternarias con repetición de los 
elementos del conjunto C = (1, 2} y formarlas todas. 


Solución: 
VRS = Fg 


Dichas variaciones ternarias son: 


Iti; ZEE 1215 1295 QU 212: 9015 999 


4.3. PERMUTACIONES DE m ELEMENTOS 
4.3.1. Definición 

A las variaciones de m elementos tomados de m en m se les llama 
permutaciones de m elementos. Así pues, cada permutación contiene 


todos los elementos dados, y dos permutaciones son distintas si difieren 
en el orden de colocación de los m elementos. 


4.3.2. Número 


El número de permutaciones de m objetos o elementos se representa 
por P. y será: 


Pa = Va, m = M (Mm — 1) (m — 2) -....-3.2.1 
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El producto de m factores consecutivos desde 1 hasta m se llama 
factorial de m y se representa por m!. Así pues, Pm = m! 


Ejemplo: 


El número de permutaciones de los elementos del conjunto C = {1, 2, 3} 
es: 


Pe pica 3! be 6 
Y las permutaciones de dichos elementos son: 


123; 132; 213; 231; 312; 321 


4.3.3. Formación ordenada de las permutaciones 


Sea un conjunto de m elementos representados por las cifras 1, 2, 
3, .-., M. Cuando escribimos las permutaciones de modo que estos nú- 
meros de m cifras estén escritos en orden creciente se dice que las per- 
mutaciones están ordenadas. 


Ejemplo: 


Las permutaciones ordenadas de los números 1, 2, 3, 4 son: 


1234; 1243; 1324; 1342; 1423; 1432; 
2134; 2143; 2314; 2341; 2413; 2431; 
3124; 3142; 3214; 3241; 3412; 3421; 
4123; 4132; 4213; 4231; 4312; 4321; 


No damos reglas para la formación ordenada de las permutaciones. 
El alumno irá descubriendo, sobre la marcha, la manera de obtenerlas. 


4.4. PERMUTACIONES CON REPETICION DE m ELEMENTOS 


4.4.1. Definición 


Consideremos una colección de n objetos entre los quéhay h objetos 
iguales. El conjunto de las colecciones de n objetos ordenados que se 
pueden formar con aquellos objetos, se llama conjunto de las permuta- 
ciones con repetición de n objetos entre los que hay Ah iguales. 


4.4.2. Número 


Para calcular el número de las permutaciones con repetición de n ob- 
jetos entre los que hay h iguales, consideremos las n! permutaciones 


86 


de n objetos diferentes. Si en una de esas permutaciones dejamos fijos 
n— h elementos y permutamos entre sí los h elementos restantes ob- 
tendremos h! permutaciones de esős n objetos. Si a continuación sus- 
tituimos esos h objetos por h objetos iguales, resulta que esas Ah! permu- 
taciones se convierten todas en una misma permutación con repetición 
de n objetos con k objetos iguales. Así pues, cada h! permutaciones de 
n objetos se convierten en una permutación con repetición de n objetos 
en la que hay A objetos iguales. Luego, el número de permutaciones con 
repetición de n objetos cuando h están repetidos es: 


n! 
pt A 
n 


h! 


Si, además de haber h objetos iguales, hay también otros k objetos 
iguales, por un razonamiento análogo encontraremos que el número de 
permutaciones con repetición de n objetos cuando hay h iguales entre 
sí y k iguales entre sí es: 


ni 
TE iee 
n 
RIK) 
Y en general: 
ni 
Pm, Ha, eres H — 
H 
ni! no ... 74! 


Ejemplos: 


1. Calcular el número de permutaciones con repetición de dos le- 
tras a y tres letras b. Seguidamente, formarlas. 


Solución: el número de permutaciones es: 
5! 
213! 


Pp» s 


sz i0 





a am 


Las permutaciones pedidas son: 
aabbb; ababb; abbab; abbba; baabb; babab: babba: bbaab; 
bbaba; bbbaa 


2. ¿Cuántos números de seis cifras se pueden formar con cuatro 
cifras 2 y dos cifras 5? Escribirlos. 


Solución: Los números que se pueden formar son: 
6! 
4121! 


per? pp 


szia 
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Los números pedidos son: 


222255, 222525, 222552, 225225, 225252, 225522, 252225, 252252, 
252522, 255222, 522225, 522252, 522522, 525222, 552222. 


4.5. COMBINACIONES DE m ELEMENTOS TOMADOS DE n EN n 
4.5.1. Definición 


Se llaman combinaciones de m elementos tomados de n en n al con- 
junto de todas las colecciones de n elementos que pueden formarse con 
los elementos dados, considerando distintas dos colecciones cuando di- 
fieren en uno o más elementos. 


El número de combinaciones de m elementos tomados de n en n se 
representa por Cn, .. 


4.5.2. Formación y número 


Supongamos formadas todas las combinaciones de m objetos toma- 
dos de n en n. Si permutamos los n objetos de cada una de dichas com- 
binaciones se obtendrán todas las variaciones de los m objetos tomados 
de n en n. Es decir, permutando los elementos de una de las combina- 
ciones se obtiene un número de variaciones igual a P,. Luego, se tiene: 


Via. =" Cu, a S Pa S 
de donde resulta: 
Vas m (m — 1) (m — 2) ...(m—mn-+ 1) 


Garr a 


Ps n! 
Si multiplicamos numerador y denominador de esta última fracción 
por (m — n)! resulta, para m >n: 


m! 
> Cn Ss 
m 
ni (m — n)! 
Ejemplo: 
Calcular el número de combinaciones binarias y ternarias de los ele- 


mentos del conjunto B = (a, b, c, d,e} y luego escribirlas todas. 


88 


Solución: El número de combinaciones binarias es: 


5-4 
=:19 





Csa = 
2! 


Dichas combinaciones son: 


ab; ac; ad; ae; bc; bd; be; cd; ce; de 


El número de combinaciones ternarias es: 
5:4.-3 
Csa s = 10 
3! 
Dichas combinaciones: son 
abc; abd; abe; acd; ace; ade; bed; bce; bde; cde 


A 
dA 


4.6. NUMEROS COMBINATORIOS 


m! 
Hemos visto que Cm, a = ———————, para m >n. 
n! (m — n)! 
m! 
Los números que pueden expresarse en la forma — ———— se 
n! (m — n)! 


laman números combinatorios y se representan por ( vc , donde m y n 


reciben, respectivamente, el nombre de numerador y denominador del 
número combinatorio. 


m! 
Como Cm, m = 





= 1, podemos escribir tam- 
m (m — 1) (m — 2) ...2. 1 


m! m! 
bién Cm, n = ——— = —— = (a) si se conviene que 0! = 1. 
m! (m — m)! m! 0! 
Así pues, tomaremos por definición 0! =1, y entonces la fórmula 
m! 
Cm, n = r n= (a) es válida para m 5 n5 0. 
n! (m — n) 


Recíprocamente, el número combinatorio ( m) es igual a Cm,n si 
m S> nö 0. 


89 


TL 
0) 
pues la expresión “combinaciones de m elementos tomados de cero” no 


El número combinatorio no puede interpretarse como C. o, 


tiene sentido, pero si convenimos en tomar como valor de (o el re- 
sultado de aplicar la fórmula de los números combinatorios, se tiene: 


m! m! 
(M) s a al 
9 d 0! (m — 0)! 0! m! 
Luego, para todo número natural m tomaremos (o = 1 y enton- 
m! 
ces la fórmula [he ———————— es válida para todo par de núme- 
n! (m — n)! 


ros naturales, siempre que m > n. 


4.7. PROPIEDADES DE LOS NUMEROS COMBINATORIOS 


4.7.1. De acuerdo con la definición de números combinatorios se 
tiene: 


m! m! 


(m-n) amaia mim (e) 
att 


N S (m —n + n)! (m — n) Im! ; 


Así, pues, se par dl 


(my _ m \ 

nj) “Iimu—on), 
propiedad que puede enunciarse diciendo: los números combinato- 
rios de igual numerador y denominadores complementarios son iguales. 


4.7.2. Consideremos el número combinatorio bi = Com, n donde m 


es el número de elementos de un conjunto B = fbi, ba, ..., Om}. Supues- 
to formadas todas las combinaciones de los m elementos tomados de 
n en n, podemos clasificarlas así: las que contienen el elemento b, Y 
las que no tienen el elemento bm. Las que no tienen elemento bm son las 
combinaciones de los m — 1 -e restantes tomados de n en n; 
es decir, su número es Cm-i; n = ( m A Si en las que contienen el 


elemento b, suprimimos este elemento, quedan colecciones de n — 1 


KC 


k a 


elementos formadas con los m— 1 elementos restantes, que son las 
combinaciones de dichos m — 1 elementos tomados de n—1 en n — Í; 
es decir, el número de combinaciones que contienen el elemento b, es 
O. aa m — 1,1 
m-1, n-1 ( g 1 ) 
Así, pues, resulta la siguiente propiedad de los números combinato- 


rios que permite la descomposición de un número combinatorio en su- 
ma de dos números combinatorios: 


=d a di Ét? T 1 (1) 
n— 1 y + no ) 
y que facilita el cálculo de los números combinatorios de numerador 


dado m, cuando se conocen los números combinatorios de numera- 
dor m — 1. 


Escribiendo, como a continuación se indica, los números combina- 
torios de numerador m = 1, 2, 3... 


(0) (3) 


000. 
0000 


LeRO¡LIa2nMma.. .u... +... ts. s.m... .+.<0.9440446 e 


29.00.0.00.0.0:0.0.0.:09.06 0000005000000. adoos 


sR eT 
9) (1)... (121) (2)... (m21) Ca). 


la tabla que resulta se llama triángulo de Tartaglia, y vemos, de acuer- 
do con la fórmula (1), que cualquier número de esta tabla no situado en 
los extremos de cada línea horizontal es igual al número situado en- 
cima más el que precede a éste. Los números combinatorios de los ex- 
tremos de cada línea valen 1. Es decir, los números combinatorios de la 
tabla anterior son: 


pued pd kad bead kad 


V 1 60.000... 60.24.1011... 


S £ + & £ £ £ Y 6 «K 6 x 6 K £+ £ +6 £ c + «s c K « 
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4.8. COMBINACIONES CON REPETICION DE m ELEMENTOS TO- 
MADOS DE n EN n 


4.8.1. Definición 


Dado un conjunto de m elementos, se llama combinaciones con re- 
petición de esos m elementos tomados de n en n al conjunto de todas 
las colecciones de n elementos elegidos entre los m elementos dados, 
pudiendo cada colección tener elementos repetidos, y considerando como 
distintas dos colecciones que difieran en algún elemento. 


El número de combinaciones con repetición de m elementos toma- 
dos de n en n se representa por CR,, a, 


4.8.2. Formación y número 


Para calcular el número de combinaciones con repetición conside- 
ramos primero el problema de calcular las combinaciones ternarias con 
repetición de los dos elementos del conjunto B = fa, a»). 


Fácilmente se ve que las combinaciones monarias son: 
di: 02 
gue las combinaciones binarias con repetición son: 
Aili, 410, 00 
y que las combinaciones ternarias con repetición son: 


Alli; 0,104,042, 010242, AUslala; 


Vamos a representar estas combinaciones ternarias por: 


C1C2C3;, C1ıC2C4; C1C3C4; CoC3Cs; 


donde para obtener esta representación se cambia la letra a por la c y 
los subíndices correspondientes se aumentan en tantas unidades como 
elementos precedan al elemento considerado en cada combinación. De 
este modo cada combinación ternaria con repetición viene representada 
por una combinación ternaria sin repetición de los elementos Cı, C2, Cs, C4. 
Recíprocamente, cada combinación ternaria con repetición de estos ele- 
mentos es representación de una combinación ternaria con repetición de 
los elementos a, y @ Por ejemplo, Cı, Ce, C, es la representación de 
du. da, do, la cual se obtiene de la primera cambiando c por a y dismi- 


L 
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nuyendo cada subíndice en tantas unidades como términos preceden al 
elemento considerado. 


Por tanto, el número de combinaciones ternarias con repetición de 


los elementos d. d< es igual al número de combinaciones ternarias sin 
repetición de los elementos C,, Co, Cs, C4. Así pues, se tiene: 


4.3.2 


CRz2, s =C, 3 = = 4 





3! 


Fácilmente podemos generalizar el resultado anterior para calcular 
el número de combinaciones con repetición de los elementos m de un 
conjunto B = (az, da, az..., Am} tomados de n en n. 


Para ello, supongamos formadas todas las combinaciones con repe- 
tición nan de los elementos de B. Una cualquiera de estas combinacio- 


n n 


w 


nes, por ejemplo a,0,0,0y 0 Am puede representarse por C GaCaCa ... Cmin-1 
que se obtiene sustituyendo cada a, por Cun, siendo h el número de ele- 
mentos que preceden a a, en dicha combinación con repetición. De este 
modo cada combinación enaria con repetición de los elementos del con- 
junto B viene representada por la combinación enaria sin repetición de 
los elementos Gu C2, Cs, ..., Cmin-1. Es evidente que el máximo subíndice 
de las c es m + n— 1, pues siendo m el máximo subíndice de las a, 
cuando am está al final de una combinación, le preceden n — 1 elemen- 
tos y el subíndice de la c correspondiente será m + n — 1. 


Recíprocamente, cualquier combinación enaria sin repetición de los 
elementos Cı, C2, C3, ..., Cm+n-1 ES representación de una combinación 
enaria con repetición de los elementos da, d2, Qa, ... dm, la cual se obtie- 
ne cambiando c por a y disminuyendo cada subíndice en tantas unida- 
des como elementos le preceden en dicha combinación. Luego, el núme- 
ro de combinaciones con repetición de m elementos tomados de n en n 
es igual al número de combinaciones sin repetición de m + n — 1 ele- 
mentos tomados de n en n. 


Así, pues, se tiene: 


(Mm + n— 1) (m +- n—2)..m 





CR... n == m+n-1, n =— 


n! 


Es decir, el número de combinaciones con repetición de m elemen- 
tos tomados de n en n es igual al producto de n factores crecientes a 
partir de m dividido por factorial de n. 
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Ejemplo: 


Calcular el número de combinaciones cuaternarias con repetición de 
los elementos del conjunto B = fa, b, c} y luego formarlas. 
Solución: El número de combinaciones cuaternarias con repetición es: 


3-4-5-6 


CR = —— = 15 
4! 


Las combinaciones pedidas son: 


aqua; aaab; aqac; aabb; aabc; aacc; abbb; 
abbc; abec; acce; bbbb; bbbe; bbce; beee; cece 


EJERCICIOS 


5. 


Calcular el número de variaciones ternarias que se pueden formar con las 
cifras 1, 3, 5, 7, 9 y luego escribirlas todas. 


Entre las variaciones cuaternarias de las cifras 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, ¿cuán- 
tas hay en que las dos primeras cifras son pares y las dos últimas impares? 


¿Cuántos números distintos de tres cifras pueden formarse con las nueve 
cifras significativas de modo que en cada número no haya cifras repetidas? 


Haliar la suma de dichos números. 


¿Cuántos números de tres cifras hay en el sistema decimal de numeración 
en los que no entra la cifra 0? 


Con las cinco primeras cifras significativas: 1.2 ¿Cuántos números de cinco 
cifras significativas de modo que en cada número no haya cifras repetidas? 


Cuantos empiezan por cifra impar? 3. ¿Cuántos empiezan y terminan por cifra 


6. 


al 7. 


0.10. 
"rt 11. 


K 13. 


impar? 


¿Cuántos números de cinco cifras se pueden escribir en el sistema decimal 
de numeración? 


En una plaza hay estacionados 15 coches. ¿De cuántas maneras pueden 
abandonar la plaza de la cual salen cuatro calles? 


¿Cuántas permutaciones se pueden formar con las letras de la palabra COS- 
MOPOLITA? 


¿De cuántas maneras pueden permutarse las letras de la palabra ESCAPA- 
RATE dejando fija la letra p y de modo que en los lugares ocupados por voca- 
les no puedan colocarse consonantes y viceversa? 


¿De cuántas formas pueden colocarse 10 libros de distinto tamaño en un 
estante de modo que el libro mayor y el más pequeño no estén juntos? 


¿Cuántos números de.ocho cifras se pueden formar entrando tres veces la 
cifra 4, dos veces la 2 y tres veces la cifra 5? 


¿Cuántos números de siete cifras se pueden formar entrando tres veces la 
cifra 4, dos veces la cifra 6 y dos veces la cifra 0? 


Hallar la suma de los números de cinco cifras formados por las permuta- 
ciones de las cifras 1, 3, 5, 7, 9. 
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14. 


15. 


16. 


17. 


06 18. 


sé. 19. 


Y 21. 


22, 


23. 


24, 


Ad 25. 


¿De cuántas maneras se pueden sacar pieza por pieza las monedas de una 
bolsa que contiene 3 monedas de 50 pesetas, 4 de 25 pesetas, 6 de cinco pe- 
setas y 2 de una peseta? 


Calcular el número de combinaciones cuaternarias de las cifras 1, 2,3, 4, 5, 6 
y escribirlas todas. 


A una reunión asisten 20 personas. 1.2 ¿Cuántos grupos distintos de cinco 
personas se pueden formar? 2. ¿En cuántos de dichos grupos entra una 
persona determinada? 3.2 ¿En cuántos entran tres personas determinadas? 


¿Cuántos triángulos distintos se pueden construir teniendo por vértices los 
vértices de un decágono regular de modo que dos vértices del triángulo no 
sean extremos de un mismo lado del decágono? 


¿De cuántas maneras puede dividirse m + n objetos en dos grupos de m y 
n objetos? 


¿De cuántas maneras pueden dividirse m + n + p objetos en tres grupos 
de m, n y p objetos? 


Se sabe que Ceann = Ura. Hallar I. 


39 39 
Se sabe que ) == . Hallar T. 
gi T+5 


Binomio de Newton. 

Consideremos el producto de n binomios de la forma (+4) (+4)... 
(£T + Mn). Cualquier término del polinomio producto es el producto de n fac- 
tores formados por un término de cada una de los n binomios. Luego, el po- 
linomio producto tendrá tantos términos como productos distintos de n 
factores se pueden formar entrando como factor un término de cada binomio. 
El polinomio producto se puede expresar como sigue: 


(TF) (THa) ... (TH An) IPR (AH a-t ... L dal FA + (a10 + 

oo T Antan) Y ... + (adds ... da t ... dr F ... + dda An, 

donde los paréntesis, coeficientes de IA. de 172, de x”*, ..., ..., tienen, res- 
pectivamente, (3), (3), G), ..., sumandos. 

Si en el desarrollo anterior hacemos d. = da = as = ... = dn = a, resulta: 


Œ +48)” = (QU (aL (ar 


Probar que: 
(LT — a)” = Ll PLU rma LG mg... L LU h dh L (ar 


Desarrollar (1 + y 3)" por la fórmula del binomio simplificando el resultado 
todo lo posible. 


D 


15 
Calcular el coeficiente de x" en el desarrollo de (as -= — por la fórmu- 
£ 


la del binomio. 


226. 


+ 22. 


Y 23. 


29. 


1 ð 
Calcular el término independiente de x= en el desarrollo de Ç + —) 
as 


por la fórmula del binomio. 


Calcular el número de combinaciones con repetición de las letras T, y toma- 
das de cinco en cinco. Seguidamente formarlas todas. 


Número máximo de términos de un polinomio homogéneo de grado n con m 
variables. 


Un polinomio con m variables se llama homogéneo de grado n si todos sus 
términos o monomios son de grado n. Dos de esos términos diremos que son 
distintos cuando no son semejantes, es decir, cuando no tienen las mismas 
letras con los mismos exponentes. 


Consideremos primeramente las variables z, y, 2. ¿Qué número máximo de 
términos puede tener un polinomio homogéneo de cuarto grado con esas 
variables? Observemos que los términos distintos, aparte el coeficiente, po- 
demos escribirlos en la forma III, YETU, 1IYY, etc., que son combinaciones 
con repetición de las letras +. y, 2 tomadas de cuatro en cuatro. Luego, el 
número máximo de términos que puede tener un polinomio homogéneo de 
3-4-5-6 
cuarto grado con tres variables es: e "BÁ 15. Dicho polinomio escri- 


4! 
biendo el coeficiente 1 en todos los términos es: 
T + Y + 2 H EY LPE LE LRS ERY hgy Tt e L ME L 
+ TYZ + YTZ + Ty 


En general, un término cualquiera del polinomio homogéneo de grado n con 
m variables Tı, Tz, Ts, ..., Um se puede expresar como producto de n de esas 
variables, repetidas o no, luego el número de términos que puede tener di- 
cho polinomio será: 


mm +1) (m +2)... (m + n — 1) 
CRm, n = 





n! 


Número máximo de términos de un polinomio de grado n con m variables. 


Consideremos, por ejemplo, el polinomio de segundo grado con las varia- 
bles x e y. 


CP Yy+1 


Se puede pasar de este polinomio de segundo grado a otro homogéneo, tam- 
bién de grado dos, introduciendo otra variable 2, de tal modo que todos los 
términos sean de segundo grado, así: 


T HYHY LES LUS Le 
Recíprocamente, se puede pasar de este polinomio al primero haciendo 
Se B 
ASÍ pues, el número máximo de términos de un polinomio de segundo grado 


con dos variables es igual al número máximo de términos de un polinomio 
homogéneo de segundo grado con una variable más. 


97 


30. 


31. 
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En general, el número máximo de términos del polinomio de grado n con 
m variable es: 


(Mm + 1) (m + 2) (m + 3) ... (m + n) 
EA AAA A a ötsásgz s 
n! 


¿Cuántas quinielas es preciso rellenar para tener la seguridad de llevar una 
con todos los resultados exactos? 


Una persona supone que en una determinada jornada la quiniela exacta 
tendrá siete veces el signo 1, cuatro veces el signo T y tres veces el signo 2. 
¿Cuántas quinielas tendrá que rellenar para tener la seguridad de un pleno 
si se cumple tal suposición? 
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ALEATORIOS 


5.1. 


5.2. 


5.3. 


5.4. 


5.5. 


5.6. 


5.1. 
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Experimento aleatorio 
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Sucesos incompatibles 
Propiedad distributiva 


Algebra de Boole de los sucesos 
aleatorios 


Ejercicios 


5.1. EXPERIMENTO ALEATORIO 


En la vida corriente se presentan situaciones o fenómenos, llamados 
de tipo aleatorio, en los que no es posible predecir de antemano el re- 
sultado de un experimento o prueba. Los experimentos realizados en es- 
tas circunstancias se llaman experimentos aleatorios. 


Ejemplos: 
Son ejemplos de experimentos aleatorios, los siguientes: 


1. Lanzar una moneda y observar si sale cara o cruz. 
2. Tomar diez cartas de una baraja y ver cuántos reyes han salido. 


3. Sacar dos bolas de una urna que contiene cincuenta bolas nume- 
radas de 1 a 50 y observar si los números que salen son de la 
misma o de distinta paridad. 


4. Observar la temperatura ambiente mañana al mediodía. 


3. Contar las faltas de ortografía que ha tenido un alumno en 
un dictado. 


Cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio re- 
cibe el nombre de suceso asociado a dicho experimento. 


Ejemplos: 


En el experimento de tomar una carta de una baraja son sucesos 
asociados al mismo, los siguientes: 


1, Sacar el as de oros. 

2. Sacar copas. 

3. Sacar caballo o rey. 

4. Que la carta sea espadas y as. 


5.2. UNION E INTERSECCION DE SUCESOS 


Sean A y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. 


Se llama unión de los sucesos A y B, y se representa por AUB, el su- 
ceso que consiste en verificarse A o B o ambos. 


Se llama intersección de los sucesos A y B, y se representa por ANB, 
al suceso que consiste en verificarse ambos sucesos A y B. 
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Ejemplo: 


Sea A el suceso “sacar número par” y B el suceso “sacar múltiplo 
de 3” en el experimento de lanzar un dado. El suceso AUB es 
“sacar2ó636:466”. El suceso ANB es “sacar par y múltiplo de 3", 
0 sea, el suceso “sacar 6”. 


Dos sucesos A y B asociados a un experimento aleatorio se llaman 
incompatibles si no pueden presentarse simultáneamente, esto es, cuan- 
do si se presenta uno de ellos, el otro no puede presentarse. 


Si los sucesos A y B son incompatibles, el suceso ANB no puede 
presentarse nunca y se llama suceso imposible. El suceso imposible se 
representa por el símbolo ø. 


Ejemplos: 
1. Si en el experimento de lanzar un dado representamos por A el 


suceso “sacar número par” y por B el suceso “sacar 3 0 3”, dichos 
sucesos son incompatibles y se escribe A n5= Y. 


2. El suceso “sacar 7” en la tirada de un dado es suceso imposible. 


La unión y la intersección de sucesos son leyes de composición in- 
terna en el conjunto de Sucesos asociados a un experimento aleatorio. 


Los sucesos AU (BU C) y (4UB)UC podemos comprobar que son el 
mismo suceso “A o B o C” y se escribe: 


AU(BUC) = (4UB)UC (propiedad asociativa) 


Dicho suceso "A o B o C” se representa por AUBUC y se llama 
unión de los sucesos A, B yC, 


Los sucesos AUB y BUA son el mismo suceso y se puede escribir: 


AUB = BUA (propiedad conmutativa) 


Los sucesos AN (BN C) y (4NB)NC podemos comprobar que son el 
mismo suceso “A y B y C”, y se representa por ANBN C, que se llama 
intersección de los tres sucesos A, B y C. Así pues, se tiene: 


AN(BNC) = (ANB) NC (propiedad asociativa) 


Los sucesos ANB y BNA son el mismo suceso y se escribe: 


ANB=BNA 
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En resumen, la unión y la intersección de sucesos son leyes internas 
en el conjunto de sucesos asociados a un experimento aleatorio y son 
asociativas y conmutativas. 


5.3. SUCESOS ELEMENTALES 


Entre los sucesos asociados a un experimento aleatorio existen su- 
cesos que no pueden expresarse como unión de otros sucesos. Dichos 
sucesos se llaman sucesos elementales asociados al experimento. Cual- 
quier otro suceso podremos expresarlo entonces como unión de sucesos 
elementales, lo que significa que cada vez que se realiza dicho experi- 
mento o prueba se presentará uno de esos sucesos elementales. 


Ejemplo: 


En el experimento de lanzar un dado, los sucesos elementales son 
“sacar 1”, “sacar 2”, “sacar 3”, “sacar 4”, “sacar 5”, “sacar 6”. Cual- 
quier otro suceso asociado al experimento es unión de algunos o to- 
dos de estos sucesos elementales. Así, el suceso “sacar múltiplo de 
tres”, es decir, sacar 3 ó 6, es “sacar 3” | “sacar 6”. 


Si realizamos n veces el mismo experimento, los sucesivos sucesos 
elementales que se han ido presentando constituyen lo que se'llama una 
muestra de n pruebas. 


Ejemplo: 


Si lanzamos sucesivamente cinco veces una moneda y van apare- 
ciendo los resultados cara, cruz, cara, cara, cruz, estos resultados son 
una muestra de cinco pruebas. 


5.4, SUCESO SEGURO. SUCESO IMPOSIBLE 


Sean a, b, c, ... los sucesos elementales asociados a un experimento 
aleatorio. El conjunto E = fa, b,c, ...} se llama espacio muestral aso- 
ciado a dicho experimento. Cualquier otro suceso asociado al experi- 
mento podrá representarse como unión de sucesos elementales o bien 
por el subconjunto de E formado por esos sucesos elementales. De este 
modo, cada subconjunto de E, o sea, cada elemento de P(E), será un 
suceso asociado al mencionado experimento. En particular, el suceso E, 
esto es, el suceso aUDUC... se verifica siempre y se llama suceso seguro. 
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Ejemplos: 


1. En el experimento de lanzar un dado, el espacio muestral es 
E = {1,2, 3,4,5,6}. Si el suceso A es sacar par podemos escribir: 
A = {2,4,6}, es decir, A viene representado por un subconjunto 
de E. 


2. En el experimento de lanzar una moneda, el espacio muestral es 
E = (c, f}, c cruz, f cara. El conjunto de sucesos asociados a dicho 
experimento es: P(E) = {Ø, c, f, {e, f} 3. 


3. En el experimento de lanzar dos monedas, el espacio muestral es: 
Estes) aP 60) GE Pi 


cuyos elementos o sucesos elementales son los pares formados por 
la cara y cruz de una moneda con la cara y cruz de la otra. 


Si A es un suceso cualquiera, E el suceso seguro y 2 el suceso im- 
posible, asociados a un experimento aleatorio, se verifica: 


AU Ø =A ; ANE=A 


Luego, el suceso imposible es el elemento neutro de la unión de 


sucesos y el suceso seguro es el elemento neutro de la intersección de 
Sucesos. 


Si A y B son sucesos tales que si se presenta A se presenta también B, 
se dice que A implica B y se escribe ACB. En el álgebra de sucesos, 
A implica B significa que el conjunto de sucesos elementales que re- 
presenta el suceso A está contenido en el conjunto de sucesos elemen- 
tales que representa el suceso B. 


Ejemplo: 


Si A es el suceso “sacar 4” en la tirada de un dado y B el suceso 
“sacar número par”, el suceso A implica el suceso B. 


5.5... SUCESO CONTRARIO 


Sea un suceso A asociado a un experimento aleatorio. Se llama su- 
ceso contrario de A y se representa por 4, el suceso que consiste en no 
presentarse A. Como A es un subconjunto del espacio muestral E, el 
suceso contrario A viene representado por el complementario de A en E. 


Evidentemente, se tiene: 


AUA=E 


al 


; ANA=G = A 


3 
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Es decir, la unión de un suceso y su contrario es el suceso seguro. 
La interseción de un suceso y su contrario es el suceso imposible. El 
suceso contrario del contrario de A es A. 


Ejemplo: 


En el experimento de sacar una bola de una urna que contiene cin- 
co bolas numeradas de 1 a 5, el espacio muestral es E = 11, 2, 3, 4, 5). 
El suceso A = (2,3), es decir, el suceso A: “sacar la bola 2 o la bola 3” 


_— 


tiene por suceso contrario el A =(1,4,5), esto es, A: “sacar la bola 
t O la 4 öllu”, 


35.6. SUCESOS INCOMPATIBLES 


Dados dos sucesos A y B de E, puede ocurrir que su intersección sea 
vacía ANB — ø. En álgebra de conjuntos decíamos que tales conjun- 
tos son disjuntos. Al referirnos a sucesos diremos que son incompatibles. 


Es decir, que dos sucesos de un experimento aleatorio son incompa- 
tibles cuando no tienen ningún suceso elemental común. 


Ejemplos: 


1. Dado el espacio muestral E = {1, 2,3,4,5, 6} del experimento alea- 
torio: lanzar un dado al aire y observar el resultado, los sucesos 
A = {2,4,6} (obtener par) y B = {1,3,5} (obtener impar), cumplen 
ANB= Ø: es decir, son incompatibles. 


2. Dado el espacio muestral E = {(c,c), (c, f), (f,c), (f,f)i (lanzar 
dos monedas al aire), los sucesos A = {(c, c)} (obtener dos caras), y 
B = {(f,f)} (obtener dos cruces), cumplen ANB = Ø; es decir, 
son sucesos incompatibles. 


5.1. PROPIEDAD DISTRIBUTIVA 


Sean A, B y C tres sucesos asociados a un experimento aleatorio. 
Dichos sucesos, como sabemos, pueden representarse por subconjuntos 
del espacio muestral E y sus uniones e intersecciones vienen represen- 
tadas por las uniones e intersecciones de los citados subconjuntos de E. 
Como las operaciones unión e intersección en el conjunto P(E) de las 
partes del espacio muestral son distributivas una respecto de la otra, 
resulta que las operaciones unión e intersección de sucesos asociados 
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a un experimento aleatorio son distributivas una respecto de la otra. 
Así pues, podemos escribir: 


AU(BNC) =(AUB)N (4UC) 
AN(BUC) =(ANB)U (ANC) 


5.8. ALGEBRA DE BOOLE DE LOS SUCESOS ALEATORIOS 


Hemos visto que el conjunto 8 — P(E) de sucesos asociados a un 
experimento aleatorio con las operaciones internas unión e intersección 
y la complementación (aquí llamada suceso contrario) cumple las si- 
guientes propiedades: 

1,2 Propiedad conmutativa: 


AUB=BUA ; ANB=BNA 


2.2 Propiedad asociativa: 
AU(BUC) =(4UB)UC AnN(BNAC) =(4ANBNC 
3.2 Existe elemento neutro para la unión: el suceso imposible 2. 


Existe elemento neutro para la intersección: el suceso segu- 
ro E. 


AU ø =A ; ATE cs A 


4.2 Propiedad distributiva: 
AV(BNC) =(4UB)MAUC) ; AN(BUC)=(ANBJU(ANC) 
5.2 Complementario: A cada suceso A se le puede asociar otro A, 
llamado suceso contrario de A, tal que: 
AUA =E 5 4nA 
Por cumplir estas propiedades, el conjunto 3 de sucesos asociados a 


un experimento aleatorio, con las citadas operaciones, es un álgebra 
de Boole. i 


Como consecuencia de estas propiedades, según demostramos para 
un álgebra de Boole abstracta, se cumplen también las siguientes: 
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6.2 Propiedad idempotente: 


AUA=A : ANA=A 
7.2 Propiedad simplificativa: 
AUV(ANB) — A y ; AN(AUB) =A 


8.2 Propiedades del elemento neutro de la intersección para la unión 
y del elemento neutro de la unión para la intersección: 


AUE=E ; AnG =Q 


3 


La unión de un suceso con el suceso seguro es el suceso seguro. La 
intersección de un suceso con el suceso imposible es el suceso imposible. 


9.2 Leyes de Morgan: 





AUB=ANB ANB=AUB 
El suceso contrario de la unión de dos sucesos es igual a la intersec- 
ción de los sucesos contrarios. El suceso contrario de la intersección de 
dos sucesos es igual a la unión de los sucesos contrarios. 


EJERCICIOS 


1. Hallar el espacio muestral asociado al experimento aleatorio de sacar una 
moneda de un bolso gue contiene una moneda de cinco pesetas, una mo- 
neda de 25 pesetas y una moneda de 50 pesetas. (Representar las monedas 
por las letras a, b, c.) Seguidamente, enunciar los sucesos aub, aUe y 
(G LUI bI n aUo). 


2. Hallar el espacio muestral asociado al experimento aleatorio de sacar a la 
vez dos monedas de la bolsa del ejercicio anterior. Solución: E = í(a, b), 
(a, c), (b, c)}. 


3. Hallar el espacio muestral del experimento de sacar sucesivamente dos mo- 
nedas de la bolsa del ejercicio anterior: a) en el caso de que la primera 
moneda no se vuelva a la bolsa; b) en el caso en que la primera moneda, 
después de mirarla, se vuelve a la bolsa. Solución: a) E = ((a,D), (a, c), 
(b, a), (b,c), (c,a), (c,b)}. b) E — f(a,a), (a,b), (a,c), (b, a), (b, b), (b, c), 
(c, 4), (c, b), (c, o). 


4. En cuatro fichas hemos escrito los números 1,1,2,2 (un número en cada 
ficha). Hallar el espacio muestral del experimento de tomar a la vez dos fi- 
chas al azar. Solución: E = {(1, 1), (1,2), (2,2). 


5. Hallar el espacio muestral asociado al experimento de lanzar simultánea- 
mente tres monedas. 
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6.1. 


6.2. 
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6.8. 


Frecuencia 
Propiedades de las frecuencias 
Concepto de probabilidad 
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dades 


Consecuencias de los axiomas 
Probabilidad condicionada 


Producto cartesiano de espacios 
muestrales 


Fórmulas de Bayes 


Ejercicios 


6.1. FRECUENCIA 


Sea = (4, B, C, ...} el conjunto de sucesos asociados a un experi- 
mento aleatorio y consideremos el suceso S€ 3. Si realizamos N veces 
dicho experimento y en la muestra de esas N pruebas el suceso S se ha 
presentado n veces, decimos que en la citada muestra la frecuencia ab- 
soluta del suceso S es n y que la frecuencia relativa, o simplemente fre- 

n 
cuencia de S, es — y se escribe: 
N 
n 
fr(S) = ——. 
N 


Ejemplo: 


Si al lanzar sucesivamente cinco veces una moneda se obtienen los 
resultados c,c,f,c,c, la frecuencia absoluta del suceso c, en esta 
muestra, es 4 y la frecuencia relativa de dicho suceso es: 


4 
fric) = —— z= 0,8. 
5 


6.2. PROPIEDADES DE LAS FRECUENCIAS 


6.2.1. De la misma definición de frecuencia resulta que el núme- 
ro n de veces que se presenta el suceso S en N pruebas cumple la condi- 
0 n N 
ción 0 < n < N, de donde, —— < —~ < —; o sea, 0 < fr(S) < 1. 
N N N 


Si en N pruebas el suceso S se presenta n veces, el suceso contra- 
rio S se presentará N-n veces y se tiene: 


N-n n 
fr(S) = — = 1 — —— = 1 — fr(5) 
N N 


Así, pues, la frecuencia de un suceso es un número comprendido en- 
tre 0 y 1. La frecuencia del suceso contrario de S es igual a 1 menos 
la frecuencia de S. 


6.2.2. Sean A y B dos sucesos incompatibles asociados a un expe- 
rimento aleatorio. Si en N pruebas el suceso A se presenta n, veces y el 
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Suceso B se presenta na veces, el suceso S = A UB se presentará nı + n, 
veces y se tiene: 


Ni + Ma Ny Ma 
PG UB) =— —— =— Y — = IA) + fr(B) 
N N N 


Luego, la frecuencia de la unión de dos o más sucesos incompatibles 
es igual a la suma de las frecuencias de esos sucesos. 


6.2.3. Sean A y B dos sucesos compatibles, esto es, no incompatibles, 
y sean A y B los sucesos contrarios. Supongamos que en N pruebas 
los sucesos ANB, ANB, ANB y ANB se presentan, respectivamente, 
Ni, N2, Ns, N, VECES, como se indica en el diagrama 
adjunto. Entonces, el suceso A se presenta ny + na 
veces, el suceso B se presenta n, + Az veces y el su- 
ceso A UB se presenta Ni + No + Ng Veces. 














Se tiene: 

Ni + Ma | Ni + Nng My 
fr(A) = ¡A | TRAE) are $ 

N N 

Ni + No + ny Ni + No Nı + Nz nı 
fr(A U B) = iiin S een 5 

N N N N 

O sea: 


fr(A U B) — fr(A) + fr(B) — f(A N B) 


Así, pues, la frecuencia de la unión de dos sucesos compatibles es 
igual a la suma de las frecuencias de esos sucesos menos la frecuencia 
de la intersección de los mismos. 


6.2.4. Hagamos las mismas hipótesis del apartado anterior. El su- 
ceso “B cuando se ha cumplido A” se llama también “suceso B condi- 
cionado por A” y se representa por B/A. Se tiene: 








ny Ny +- No 
ÍT(B/A) = ——— ; fr(A) = œ 2 
Ni + Na Ni + no + ns + N; 
ny Mi + No | UN 


fT(A N B) = 











——= 
en e 


Ni + No + Ng A- n, Ni F No + ns + n, Ni + Na 


, 


112 


O sea: 


l fr(A AB) 
fr(4 N B) = fr(A) . fr(B/A) ; de donde, fr(B/A) = ; 
fr(A) 
Del mismo modo se puede demostrar que: 
fr(A N B) 
fr(4 N B) = fr(B) - fr(A/B) y fr(4/B) = 
fr(B) 


Luego, la frecuencia de la intersección de dos sucesos es igual a la 
frecuencia de uno de ellos por la frecuencia del otro condicionado por 
el primero. 


6.3. CONCEPTO DE PROBABILIDAD 


Si hallamos las frecuencias fi, fz, fs, ... de un suceso S para muestras 
de números grandes de pruebas N,, Nə, Na, ..., se observa que dichas 
frecuencias son números que difieren poco entre sí, De esta propiedad 
de las frecuencias, llamada ley de azar, resulta, por un proceso de abs- 
tracción, el concepto de probabilidad, por el cual se admite que a cada 
suceso asociado a un experimento aleatorio se le puede asociar un nú- 
mero, llamado probabilidad de ese suceso, de tal modo que las frecuen- 
cias del suceso para muestras de números grandes de pruebas difieren 
poco de la probabilidad. 


A la probabilidad se le atribuyen ciertas propiedades que se eligen 
en consonancia con las propiedades de las frecuencias. De acuerdo con 
dichas propiedades se pueden determinar, como luego veremos, las pro- 
babilidades de ciertos sucesos sencillos y dar reglas para calcular las pro- 
babilidades de otros más complejos. 


Las propiedades que se atribuyen a la probabilidad se enuncian 
explícitamente y dichos enunciados constituyen los fundamentos o axio- 
mas del Cálculo de Probabilidades. 


6.4. AXIOMAS DEL CALCULO DE PROBABILIDADES 
Sea E el espacio muestral y 8 = 14. B, C, ...] el conjunto de sucesos 


asociados a un experimento aleatorio. Admitiremos que cualquier su- 
ceso SEB cumple las siguientes propiedades o axiomas: 
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1. A cualquier suceso S€ 3 se le puede asociar un número real no 
negativo p(S) que se llama probabilidad de dicho suceso. 


de “Si Sy Bo iasa , Sn SON sucesos incompatibles dos a dos se verifica: 


P(S,US2U...... U Sp) = p(S1) + p(S2) + ...... + p(S,) 


3. La probabilidad del suceso seguro E es p(E) = 1. 


El conjunto formado por el espacio muestral E, el conjunto de su- 
cesos y la función de probabilidad p se llama espacio probabilístico y se 
representa por (E, B, p). 


6.5. CONSECUENCIAS DE LOS AXIOMAS 


Como consecuencia de los axiomas anteriores resulta: 


6.5.1. Siendo E = EU ø, donde E es el suceso seguro, se tiene: 


D(E) = p(E U Ø) = p(E) + p(5) 
O sea: 
P(E) = p(E) + p(2) 


de donde resulta: p(ø) = 0. 


La probabilidad del suceso imposible vale cero. 
6.5.2. Sea S un suceso y S y el suceso contrario. Como SUS =E y 
S son sucesos incompatibles, resulta: 


P(S US) =p(E); o sea: p(S) + p(S) = 1; o sea: p(S) = 1-p(5) ; 
y como p(S) y p(S) son números no negativos, se verifica: 


0 < p(S) < 1 


La probabilidad de un suceso es igual a uno menos la probabilidad 
del suceso contrario. 


La probabilidad de un suceso es un número comprendido entre cero 
y uno. 
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6.5.3. Sean A Y B dos sucesos compatibles. Según puede comprobar- 
se con ayuda del diagrama adjunto, se verifica: 


A =(4NB)U(4NB) E 
B — (AN B) U (ANB) a 
AUB=(A4NB) U(ANB) U(An B) c ATR DD 


donde ANB, ANB, ANB son sucesos incom- re B 
patibles dos a dos. 


De las igualdades anteriores resulta: 


p(A) = pA NB) + (AN B) (1); pE) = pN B) + p(AnB) (2) 
p(4 UB) = pA NB) + P(A NB) + pA NB) (3) 


Despejando p(4 N B) en (1) y p(4 MB) en (2) y sustituyendo sus va- 
lores en (3), resulta: 


p(4 U B) = p(4) + p(B) — p(4 N B) 


La probabilidad de la unión de dos sucesos compatibles es igual a la 
suma de las probabilidades de los dos sucesos menos la probabilidad de 
la intersección de dichos sucesos. 


6.5.4. Supongamos que el espacio muestral E está formado por n 
sucesos elementales d1, do, a, ...... , Q,, incompatibles dos a dos. El su- 
ceso seguro E se puede representar así: 


E =Q U da U as U ...... U d. 
de donde, 
p(E) = p(a,) + pla») + ...... + p(a,,) 
O Sea: 


p(a1) + P(Q) + ...... + p(an) = 1 
En los casos en que se considere aceptable admitir que todos los su- 
cesos elementales tienen igual probalidad, será: 


1 
p(a;,) ES p(a») a P(Q) SER a === p(a,,) E oa 
n 


115 


En estas condiciones, si A es la unión de k Sucesos elementales Q, 
E. n dr, de A= U ¿PA Ua,, resulta: 


O Sea: 
1 1 1 R 
P(A) — Le H a K T 
n n n n 


La suma de las probabilidades de los Sucesos elementales asociados 
a un experimento aleatorio, cuando el número n de dichos SUCESOS es 
finito, es igual a 1. 


En los casos en que sea aceptable admitir que todos los sucesos ele- 
1 





. 


mentales tienen igual probabilidad, esta probabilidad vale 
n 


Si un suceso A es la unión de h sucesos elementales de igual proba- 
h 


bilidad, se tiene que p(A) = —. Esta regla, llamada regla de Laplace, 


se enuncia también diciendo que la probabilidad de un suceso es igual | 





Ejemplos: 


1. Hallar la probabilidad de que al lanzar un dado se obtenga: a) Nú- 
mero par. b) Multiplo de 3. c) Un número de puntos inferior a 
inco. 


Solución: El espacio muestral es E — (1,2,3,4,5,6) 


3 
2) El suceso es A — 2,46  ; PA) = . 


I] 


b) El suceso es B = (3,6) y p(B)= 


C) El suceso es Ç = 11238 ; p(C) — 


2. Hallar la Probabilidad 
de 40 cartas sea Oros. 
Solución: El espacio muestral son las 40 cartas de la baraja. Ca- 
SOS posibles: n = 40. 


El suceso mencionado es la unión de sucesos elementales repre- 
sentados por las cartas de oros. Casos favorables: k — 10. 


de que al sacar una carta de una baraja 
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10 1 
La probabilidad pedida es: p = y sa a 


3. Al lanzar una moneda dos veces, el espacio muestral es: E — 
= { (cc) (cf) (fc) ($$) 3. La probabilidad de sacar cara las dos ve- 
ces es p(cc) = 1/4. La probabilidad de sacar una vez cara y otra 
cruz sin fijar el orden de salida es: 


1 1 2 1 
puen Le) S HED + Dl == E 
4 4 £ 2 


4. Se sabe que las probabilidades de dos sucesos A y B son: 


1 3 2 
p(4A) = —, p(B) = —, y que pA NB) = — 
2 4 3 


Calcular las siguientes probabilidades: pA UB), p(4UB) y 


D(Af) B). 
Solución: 
1 d 2 7 
P(4UB) = pA) + p(B) — DMA NB) = — + —=— = a 
2 4 d 12 
2 1 
p(A UB) =m4nB)=1=—_ == _ 
3 3 
Ka. m 7 5 
PLA NB) = DLA U B) si Fesz 
12 12 


6.6. PROBABILIDAD CONDICIONADA 


Sean A y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. Hemos 
visto que la frecuencia del suceso B condicionado por A es: 


fr(A NB) 
a 
fr(A) 


Por analogía con esta fórmula de la frecuencia, definimos la proba- 
bilidad del suceso “B supuesto que se cumpla A” o probabilidad de “B 
condicionado por A”, así: 

DLA N B) 
p(B/A) = 
D(A) 
de donde, 
p(A N B) = (4) - p(B/A) 
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pS 


Si p(B/A) = p(B) se dice que el suceso B es dependiente de A. 


Si p(B/A) = P(B) se dice que el suceso B es Independiente de] su- 
ceso Á y se tiene: 


HLA NB) = p(4) - p(B) 
La probalidad del suceso “A condicionado por B”, según la defini- 
ción anterior, será: 


P(A N B) 
P(A/B) = 





Á 


p(B) 


Si suponemos que B es independiente de A, es decir, que P(A N B) == 
= p(A) - p(B), resulta: 


p(A) - p(B) 
PAB) == —i gé p(A) 


p(B) 
Luego, si B es independiente de A, tarabién A es independiente de B 
y se dice que A y B son independientes. 
Así pues, si A y B son independientes, se tiene: 


P(A NB) = p(4) . p(B) 


Esta última fórmula recibe el nombre de fórmula de la probabilidad 
compuesta. 


6.1. PRODUCTO CARTESIANO DE ESPACIOS MUESTRALES 


Sean Ej = fai, Qo, csd ől espacio muestral asociado a un experimen- 
to aleatorio e, y E= lb, do, -..j el espacio muestra] asociado a otro 
experimento £s». Sean (E, Bı, Pı) y (Ez, Ba, Po), los espacios de probabi- 
lidad asociados a los experimentos e, y e». 


El producto E -— E, X E, = ((a,, Hd | a, € E,,b,€ E, } lo podemos con- 
siderar como el espacio muestral asociado a un experimento e que con- 
siste en realizar e, y a continuación s», donde el espacio de probabilidad 
es (E, B, p) siendo 3 — Bi X Ba H(X, Y), XE B, YE Boj y donde la 
probabilidad p se define así: 


P(X, Y) = p(X) . p(Y/X) 
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El suceso (X, Y) € Z se representa por X NM Y (suceso X e Y). 


Si se cumple que pA(Y/X) = p.(Y) los experimentos e, y ez Se llaman 
independientes y la probabilidad p en el espacio probabilístico (E, 3, p) 


es: 


DOGS TI E) =p (X) - (Y) 


Ejemplos: 


$. 


Se sacan sucesivamente dos cartas de una baraja de 40 cartas 
sin devolverlas al paquete de cartas. Hallar la probabilidad de 
que las dos cartas sean de oros. 

Solución: El espacio muestral de sacar la primera carta está for- 
mado por las 40 cartas. Si en la primera extracción han salido 
oros, el espacio muestral de la segunda extracción está formado 
por 39 cartas, de las que nueve son oros. La probabilidad de sa- 
car oros al tomar una carta del paquete de 39 cartas de las 
que nueve son oros no depende de la primera extracción, luego 
la probabilidad pedida es: 


10 9 1 3 3 


Se lanza una moneda dos veces. Hallar la probabilidad de que las 
dos veces salga cara. 


Solución: El espacio muestral en los dos experimentos es el mis- 
mo E {e.f}. 
Los experimentos son independientes, luego la probabilidad pe- 
dida es: 

1 1 1 


p kr A AAA pee ns 
2 2 4 
Se lanza una moneda. Si sale cara sacamos una bola de una urna 


que contiene dos bolas blancas y una negra. Hallar la probabili- 
dad de sacar bola blanca. 


Solución: 
Í 2 1 


p Z a Ñ —— Z ASAS 
2 3 3 
5 
La probabilidad de hacer diara en una tirada de arco es Fa 


Hallar la probabilidad de hacer tres dianas en tres tiradas. Ha- 
liar la probabilidad de hacer diana una vez al menos. 


Solución: 
a) La probabilidad de hacer tres dianas en tres tiradas es: 
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b) La probabilidad de no hacer diana en una tirada es 1... 
5 1 


Luego, la probabilidad de no hacer ninguna diana en tres tira- 
das es: 


c) La probabilidad de hacer diana una vez al menos en tres ti- 


radas será: 
1 215 
PB=l—PBp=i_=__ 
216 216 


6.8. FORMULAS DE BAYES 


Sean As, Az, Az, tres sucesos incompatibles asociados a un experimen- 
to aleatorio, tales que Az U Az U Az — E, siendo. E el espacio muestral o 
Suceso seguro, y sea B un suceso cualquiera. Se tiene: 


Luego, 
P(B) — HLA, N B) + p(A2NB) + HLA, N B) (1) 


Supongamos conocidas las probabilidades p(4,), p(A.), p(4:), D(B/A;,), 
P(B/A>) y D(B/A;). Se trata de calcular P(A1/B), p(A2/B) y p(A3/B). 


Se tiene: 
PA NB) = p(A,) . D(B/ A) — p(B) - p(A,/B) (2) 
P(A N B) = p(4)) - P(B/42) — p(B) . p(A./B) (3) 
PLA NB) = p(4;) . P(B/45) = p(B) . P(4;/B) (4) 


Sustituyendo estos valores en (1) resulta: 
P(B) = p(Ay) . p(B/A,) + P(A2) . D(B/A;) + p(As) . p(B/A3) (5) 
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De las igualdades (2), (3) y (4) resulta: 
D(A1) - P(B/ A.) 


p(A,/B) = 
p(B) 
p(42) - p(B/4>) 
TEN ie 
p(B) 
P(A;) - p(B/4s) 
Pp(A3/B) = ———————— 


p(B) 
Y sustituyendo p(B) por su valor de la fórmula (5), resulta: 


D(A1) - P(B/4A:) 


as. Bl EE 
D(A1) - P(B/41) + p(4A») - D(B/42) + p(Az) - p(B/A;:) 
D(A2) 7 p(B/A>) 
p(As/B) = E. . 
D(A1) - P(B/4,) + P(A») - D(B/42) + p(A;) - p(B /Az) 
p(4;) - p(B/4z) 
p(Az/B) = E 


p(A,) - P(B/4,) + D(A2) - D(B/A2) + p(Az) - p(B/As) 


que son las fórmulas de Bayes. 


Ejemplo: 


Un avión cubre diariamente el servicio entre dos ciudades. Suponemos 
que la probabilidad de accidente en día sin niebla es 0,002 y en día 
con niebla 0,01. Cierto día de un mes que hubo 18 días sin niebla 
y 12 con niebla se produjo accidente. Calcular la probabilidad de que 
el accidente haya ocurrido: a) en día sin niebla; b) en día con niebla. 
Solución: Sea A, el suceso “día sin niebla” y A: el suceso “día con 
niebla” y B el suceso “ocurrir accidente”. 


Se tiene: 
18 E 
D(A, = — = 0,6 s pA = 
30 30 
D(B/A,) = 0,002 ; p(B/A,) = 0,01 
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p(As) : D(B/A,) 
D(A,/B) = SSE e 
D(A,) : D(B/ An + plá) > D(B/A,) 


0,6 - 0,002 3 


— 
— 





0,6 - 0,002 + 0,4 - 0,01 13 


D(A») - p(B/A:) 


— 





DÍA) - P(B/Ap + p(A.) - p(B/A,) 
0,4 - 0,01 10 


—— 
a Å — 


0,6 - 0,002 + 0,4 - 0,01 13 


E erte Lo As Aay JIELL eg Ci Y PER me 
MÉE onks A tt le Ai pie en Horses 


— 
— 





aa Tabu 2 
Pelz L z =L E< dre Emite) 


Y arbresbo Joe tms Ez er Phu =L hd luy pe 


EJERCICIOS 


1. 


“a 


Na, 
` 5. 
` 6. 


Hallar la probabilidad de gue al lanzar dos dados la suma de puntos sea 6. 


Hallar la probabilidad de que al lanzar un dado n veces salga todas las 
veces un múltiplo de 3. 


Hallar la probabilidad de que al lanzar un dado n veces salga múltiplo de 3 
una vez al menos. Calcular n para que esa probabilidad sea igual o mayor 
que 0,8. 


De una boisa que contiene 6 bolas negras y 9 bolas blancas se sacan suce- 
sivamente dos bolas sin devolverlas a la bolsa. Hallar la probabilidad de 
que la primera bola sea negra y la segunda blanca. 


En una bolsa hay seis bolas numeradas de 1 a 6. Se sacan dos bolas. Hallar 
la probabilidad de que la suma de sus números sea par. 


Se tienen dos barajas de 40 cartas y se toma una carta de cada baraja. 
Hallar la probabilidad de que las dos cartas sean de oros. 

des Avisa > X tn 
Queremos sacar con dos tiradas de dados, la primera vez 7 puntos y la se- 
gunda 9 puntos. ¿Qué probabilidad tenemos de acertar al menos una 
vez? ¿Idem las dos veces? ¿Idem sólo la primera vez? ¿Idem de sacar 9 la 
primera, y la segunda 7? 


¿Cuántas tiradas debo verificar con un dado para que aparezca el uno con 
una probabilidad de 1/2? 


Con 27 dados blancos se forma un cubo de tres dados por arista, sólido, cuyas 
caras se pintan de negro. Deshecho el cubo, un ciego lo reconstruye. Hallar 
la probabilidad de que resulte otra vez un exaedro pintado de negro. 


Una urna contiene 3 bolas numeradas 1, 2, 3; se sacan dos, sucesivamente, 
volviendo a introducir en la urna la primera que se sacó. ¿Cuál es la pro- 
babilidad de que el mayor número salido sea el 2? 


Un suceso se ha producido siempre una vez al año, como media. ¿Cuál será 
la probabilidad de que no se produzca en el curso de este año? 
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< 26. 


EX 27. 


ad 29, 
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En una urna hay m bolas blancas y ? negras. Se sacan dos bolas. ¿Cuál es la 
probabilidad de que sean una blanca y otra negra? 


Lanzando 5 monedas al aire, ¿Cuál es la 
y 2 cruces? 


probabilidad de que salgan 3 caras 


Hallar la probabilidad de que al echar un dado salga un múltiplo de 2 o de 3. 


Hallar la probabilidad de que al echar un 
de 2 y de 3. 


dado al aire, salga un múltiplo 


Probabilidad de que al lanzar 7 veces un dado al aire 
mero 2. 


salga 3 veces el nú- 
Hallar la probabilidad de que en una familia con 4 hijos, por lo menos uno 
de ellos sea varón. 


¿Cuál es la probabilidad de que en una clase de 40 alumnos tomados al azar, 
haya dos alumnos que celebren su cumpleaños el día de Navidad? 


Enumerar los casos igualmente posibles del experimento aleatorio que con- 
siste en tirar dos dados a la vez. 


Expresar 5 sucesos del experimento aleatorio consistente en sacar 3 bolas 
de una urna en la que hay 5 bolas rojas, 6 negras y 8 blancas. 


Enumerar el espacio muestral correspondiente a tirar 3 veces cara o cruz. 
En un experimento aleatorio efectuado 100 veces, cierto suceso se ha 
verificado 45 veces. Calcular una aproximación de la probabilidad de dicho 
Suceso. 


Si la probabilidad de que se verifique un suceso es 5/9, 
lidad de que no se verifique? 


¿cuál es la probabi- 
¿Cómo razonarías la respuesta? 


Si una urna contiene 5 bolas blancas, 7 rojas y 8 negras, ¿cuál es la proba- 
bilidad de sacar al acaso: 1.0 una bola blanca y 2.9 una negra? 


Si se arrojan dos dados, ¿cuál es la probabilidad de obtener un total de 
9 puntos? 


¿Cuál es la probabilidad de sacar dos bolas negras de una urna que contie- 
ne 15 bolas blancas y 15 negras, sin reintegrar las bolas extraídas? 


En una baraja de 40 cartas, ¿cuál es la probabilidad de sacar un caballo 
seguido de un rey, reintegrando las cartas a la baraja? 


¿Cuál es la probabilidad de sacar 7 puntos tirando una vez con dos dados? 


¿Cuál es la probabilidad de obtener: 1. dos caras de igual puntuación, 
y 2.2 de diferente puntuación al lanzar dos dados al aire? 


Lanzando 3 monedas simultáneamente, ¿cuál es la probabilidad de que las 
tres den cara? ¿Cuál es la de que den dos caras y una cruz? 


X 31. Tenemos dos bolsas, una de las cuales contiene 10 bolas blancas y 8 negras 


— 32. Hallar la probabilidad de sacar al azar dos sotas en dos extracciones con- 
secutivas: 1.0 sin Rin a de la carta extraída, y 2.9, reponiéndola. 


es 2 l 2 + 2-7 00 
~ 33. Si tiramos al aire dos dados, ¿cuál es la probabilidad de que algan dos 


26 
34 Un jugador compra tres números de sendas rifas que constan cada una de 
cien números y cuatro premios; ¿cuál es la probabilidad de sacar algún pre- 
mio y cuál la de sacar los tres? 
ÁS 


35. Una urna contiene 90 bolas numeradas del 1 al 90; se extrae una al azar. 
¿Cuál es la probabilidad de que el número sea divisible por 6 y por 102 C 
o 
36. ¿Cuál es la probabilidad de sacar, al menos una vez, la suma 6 ó 7 tirando 
dos veces con dos dados? 


37. Ay B juegan a cara y cruz con las siguientes condiciones: Si la primera 


para ganar? 


38. S y S son dos sucesos del experimento aleatorio E. Las probabilidades 
A B 


PPP son conocidas. Un conjunto con una raya en la parte superior 
L 
e 





A B AN 
significa el omplementario en E. Calcular en función de estas probabilidades: 
a) P-. b) P- Cc) B - 
AUB AUB AUB 
d) P e) Bs f) P- 
ANB ANB ANB(AUB) 


39. Demostrar que si S y S son dos Sucesos, se verifica: 
A E 


P <P <P <P +P 
ANB A AUB A B 
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7.1, 
7.2, 
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1.5. 
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11, 
7.8, 


7.9, 


7.10, 
7.11, 
7.12, 


Variable aleatoria y variable esta- 
dística 


Variables estadísticas cualitativas y 
cuantitativas 


Distribución de frecuencias 
7.3.1. Noción 

1.3.2. Representaciones 
Frecuencias acumuladas 
Frecuencias agrupadas 
Estadística 

Medidas de una distribución 
Medidas de centralización 
7.8.1. Media 


7.8.2. Mediana 
7.8.3. Moda 


Medidas de dispersión 


7.9.1. Recorrido 

7.9.2, Desviación media 

7.9.3. Varianza y desviación típica 
7.9.4. Coeficiente de variación 


Momentos 
Cálculo abreviado de la varianza 


Medidas de una distribución de 
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TED Varianza y desviación tí. 
pica 

7.12.3. Momentos 


71.124, Cálculo abreviado de la 
varianza 


Ejercicios 


4.1. VARIABLE ALEATORIA Y VARIABLE ESTADISTICA 
7.1.1. Variable aleatoria 


Consideremos un experimento aleatorio. El conjunto E = [a;,, da, Az, 
..., Dal de los posibles resultados o sucesos elementales que pueden pre- 
sentarse al realizar indefinidamente dicho experimento, recibe el nom- 
bre de variable aleatoria o universo asociado a ese experimento. 


Ejemplo: 


El universo correspondiente al experimento de lanzar un dado es: 
E szít 2. 8, 4 5, 6 


4.1.2. Variable estadística 


Si realizamos N veces el experimento, se obtiene una muestra de 
N pruebas llamada muestra de extensión N. El conjunto de resultados 
correspondientes a una muestra recibe el nombre de variable estadística. 
Si en las N pruebas han aparecido los resultados Qi, Q2, ..., An, todos dis- 
tintos, cada uno con una cierta frecuencia, se dice que la variable es- 
tadística ha tomado, en la muestra correspondiente a.esas N pruebas, 
los valores az, da, ..., Qp. 


Ejemplo: 


Si al lanzar un dado ocho veces aparecen los resultados 1, 1, 5, 3, 5, 
9, 2, 6, se dice que la variable estadística ha tomado los valores 
1, 2, 3, 5, € con frecuencias absolutas, dos, uno, uno, tres y uno, res- 
pectivamente. 


1.2. VARIABLES ESTADISTICAS CUALITATIVAS Y CUANTITA- 
TIVAS l 


Cuando los resultados de realizar N veces un experimento aleatorio 
son valores numéricos, la variable estadística correspondiente recibe el 
nombre de variable estadística cuantitativa. Cuando esos resultados no 
son valores numéricos, sino que se refieren a cualidades de la variable 
estadística, dicha variable se llama variable estadística cualitativa. 


Ejemplos: 


l. Sea el experimento aleatorio de sacar una bola de una urna que 
contiene bolas blancas, negras y rojas. Si una muestra de cinco 
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pruebas es b, 7, r, n, n la variable estadística toma los valores 
blancos, rojo y negro con frecuencias absolutas 1, 2, 2, respecti- 
vamente. En este ejemplo la variable estadística es cualitativa. 


2. El conjunto de las tallas o estaturas de los soldados pertenecien- 
tes a una compañía son una variable estadística cuantitativa. 


7.3. DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS 
7.3.1. Noción 


El conjunto de valores que toma una variable estadística con sus 
respectivas frecuencias relativas (o absolutas) se llama una distribución 


de frecuencias. Si la variable estadística x toma los valores Tı, To, ..., Xn, 

con frecuencias relativas fi, fo, ..., fa, la distribución de frecuencias se 

puede expresar en la -forma siguiente: 

LIT 2. ves Td El conjunto de valores que puede tomar 

f| fi fa fe. f una variable aleatoria, juntamente con sus 
probabilidades respectivas, se Ilama una dis- 

O en la forma: tribución de probabilidad. Si la variable 


aleatoria x puede tomar los valores Tı, Lo, £3, 

.., Za con probabilidades Di, Pz, P3, ..., Pn; 
la distribución de probabilidad se expresa 
así: 


Xx Tı La Lg crre dee 
P| Pı Da P3-.. Pa 





Ejemplo: 


Los resultados de lanzar diez veces un dado han sido 3, 2, 3, 1, 1, 5, 
2, 2, 5, 3. La distribución de frecuencias de esta muestra es: 


1.3.2. Representaciones 


Las distribuciones de frecuencias suelen representarse gráficamente 
mediante barras, que representan los valores de la variable, con longi- 


ND 


tudes proporcionales a las frecuencias respectivas. También se represen- 
tan mediante sectores circulares repartiendo los 3600 del círculo pro- 
porcionalmente a las frecuencias o intensidades con que se presentan 
los valores o cualidades de la variable estadística (cuantitativa o cuali- 
tativa) expresados en tanto por ciento. 


0,4 Ejemplos: 


js 1. El diagrama adjunto es la re- 
«Q .. r . U 

presentación gráfica de la dis- 

tribución de frecuencias del 


0,2 ejemplo anterior. Nótese que en 
este ejemplo la variable estadís- 

0,1 tica es cuantitativa, pues pue- 
de tomar los valores numéricos 
1,2.3,45 6 


1 2 3 4 5 6 


2. La siguiente tabla estadística muestra, según datos del Anuario Es- 
tadístico de 1966, el número de extranjeros residentes en España 
en los años del quinquenio 1961-65. 


Extranjeros residentes 


100 en España (en miles) 








Núm. de residentes 80 
extranjeros 





..... 
«eae 
E 


1961 sn J ESZE 
1962 ke: 
1963 
1964 


1965 


40 


20 











A grete ets prat e n 


1961 1962 1963 


aeaea aa aa 


1964 196 


En este ejemplo, la variable es cualitativa, gue toma las cualidades 
“Extranjeros en 1961”, “Extranjeros en 1962”, etc., con las fre- 
cuencias absolutas 68 440, 74 800, etc. La representación gráfica es 
el diagrama adjunto. 


3. La siguiente tabla estadística muestra, según datos del Anuario 
Estadístico de 1966, el número de alumnos de Enseñanza Media 
matriculados en el curso 1963-64 en las tres modalidades existen- 
tes en aquella época de Enseñanza Oficial, Colegiada y Libre. 
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Núm. de Tanto por % 





TIPO DE ENSEÑANZA alumnos (aproximado) 
Oficial use sss sss aan wen mem sre saw mes 133 707 20 
CASINO. us a den der a a pag 303 067 44 
HIDEG cg ne uu es Kan SNS) MÉG a dR 245 452 36 

TOTA ossen ene e Rca arg 692 226 100 





Repartiendo los 360% del círculo proporcionalmente al porcentaje 
de cada cualidad, resulta que los grados que les corresponden del 
| círculo son: 


20 - 360 
Enseñanza Oficial: ———— = 729. 
100 


44 . 360 
Enseñanza Colegiada: B új = 158,40 


36 - 360 
Enseñanza Libre: úl = 129,69 


La representación gráfica de esta 
distribución es la figura adjunta. 





7.4. FRECUENCIAS ACUMULADAS 


Dada una distribución de frecuencias de una variable estadística: 


f | KT Z 4 an 


T | E Te Jamy 


los números F = fı; F = fi + fz; Fa = fi + f2 + fo; ... PA = fi + fe + 
+ ... fa = 1 se llaman frecuencias acumuladas relativas, es decir, la fre- 
cuencia acumulada F, de orden jes la suma de todas las frecuencias 
relativas de subíndices desde 1 hasta j. Si en una muestra de pruebas 
de extensión N los valores X1, To, Xs, ..., Ta se han presentado con las 
frecuencias absolutas respectivas Ni, Mo, Na, ..., Mn, las frecuencias acu- 
muladas absolutas son: 


Ni = ni; No =Ni + Mo; Ng = Ny Y Ma + Ny; ...... ; 
Ni = ny + na Fp ... tn =N 
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Las Írecuencias relativas de dicha distribución son: 











TL Me Nz Ny 
fı = : fz = s Ja = —; ...... x he 
N N N N 


Y las frecuencias acumuladas relativas son: 











n1 Ni + Na Ni + No + Ng 
F, = x F, = ——:; Epi P maneni , 
N N N 
Ni F no + ... kn, N 
F, = =— = ] 
N N 
Ejemplo: 


Sea la distribución de frecuencias corespondiente al examen de Re- 
válida de Grado Superior de 50 alumnos, en la cual: un alumno ha 
obtenido la calificación final de cero puntos; dos obtuvieron como 
calificación final un punto; tres, dos puntos ; seis, tres puntos; seis, 
cuatro puntos; once, cinco puntos; nueve, seis puntos, cuatro, siete 
puntos; cuatro, ocho puntos; tres, neve puntos; uno, diez puntos. 
La tabla de frecuencias de esta distribución es: 


FRECUENCIAS 
Puntuacione E 8 I 
= x Acumuladas | Acumuladas 
Absolutas Relativas absolutas relativas 















200JID0Nm40Nn-o 


tá 
. KA a A HO KA CR 9) EA LA a 





Los siguientes diagramas son las representaciones gráficas de la dis- 
tribución de frecuencias y de las frecuencias acumuladas. 
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Diagrama de Írecuencias relativas 


Diagrama de frecuencias acumuladas 


1,00 0" sz 
a mA 
0,80 
0,70 


0,50 Snn 


0,40 E a Dia: C NOS IR INN AAC 
0,30 o 
0,20 7 


0,10 





2 
jazz 
CA 
o 
¡Ps 
JT 


4.5. FRECUENCIAS AGRUPADAS 


Cuando el número de observaciones o experimentos, correspondien- 
tes a una variable estadística cuantitativa es muy grande, formar la 
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tabla de frecuencias resulta largo y poco claro. Esto ocurre cuando la 
variable es continua, es decir, si puede tomar todos los valores numé- 
ricos de un intervalo que recibe el nombre de recorrido de la variable. 
Es el caso, por ejemplo, de los pesos de los bultos repartidos un día de- 
. terminado por una agencia de transportes, de las tallas de los soldados 

de un reemplazo presentados en una caja de recluta, etc. En este caso 
se suele dividir el recorrido en cierto número de intervalos iguales, 
llamados clases, y a todos los valores de la variable estadística compren- 
didos en cada intervalo parcial o clase se le atribuye el valor central, lla- 
mado marca de clase, del intervalo correspondiente. La frecuencia ab- 
soluta de cada marca de clase es el número de observaciones cuyo valor 
está contenido en intervalo o clase correspondiente. 


Ejemplo: 


Al efectuar la talla de 50 soldados presentados un día en una Caja 
de Recluta se ha obtenido el siguiente resultado: 


2 soldados con estatura comprendida entre 157,5 cm y 162,5 cm. 
8 soldados con estatura comprendida entre 162,5 cm y 167,5 cm. 
20 soldados con estatura comprendida entre 167,5 cm y 172,5 cm. 
7 soldados con estatura comprendida entre 172,5 cm y 177,5 cm. 
9 Soldados con estatura comprendida entre 177,5 cm y 182,5 cm. 
5 soldados con estatura comprendida entre 182,5 em y y187,5 cm. 
3 soldados con estatura comprendida entre 187,5 em y 192,5 cm. 


50 


La talla de frecuencias agrupadas se puede disponer como se expresa 
a continuación: 


Frecuencias 


acumula- 
Marca de | absolutas | relativas | das abso- 
clase lutas 











Intervalos 
de estatu- 
ras o clases 



















157,5 - 162,5 
162,5 - 167,5 
167,5 - 172,5 
172,5 - 177,5 
177,5 - 182,5 
182,5 - 187,5 
187,5 - 192,5 
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0,50 
0,40 





Las representaciones gráficas de esta distribución de frecuencias agru- 
padas vienen dadas por los siguientes diagramas: 


Diagrama de frecuencias (relativas) 


160 165 170 17 180 185 190 


Diagrama de frecuencias (relativas) acumuladas 


«aaa Ta a Ta Ta 
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xa a eA Da Da a Aa ea Da Daae Te 


7.6. ESTADISTICA 


La ciencia que estudia e interpreta las distribuciones de las frecuen- 
cias y de probabilidad con el fin de obtener, con cierto grado de 
confianza, conclusiones prácticas relativas a una muestra o a un colec- 
tivo 0 universo se llama Estadística. 


La Estadística tiene importantes aplicaciones y constituye un funda- 
mental método de investigación en las ciencias experimentales y en la 
tecnología. Así, en Medicina, mediante métodos estadísticos, se puede 
decir el medicamento más eficaz, entre varios utilizados, para combatir 
una determinada enfermedad. En Meteorología se pueden hacer pro- 
nósticos sobre el tiempo. En Tecnología, el método de muestreo llamado 
control de calidad permite controlar el mantenimiento de la calidad de 
una producción sin tener que analizar pieza por pieza. Basada en mé- 
todos estadísticos, la Investigación Operativa permite mejorar la efecti- 
vidad y resultados que se presentan en la actuación de las grandes em- 
presas industriales o en organismos estatales de todo tipo determinando 
la manera óptima de utilización de los recursos disponibles. 


1.7. MEDIDAS DE UNA DISTRIBUCION 


Cuando queremos hacer un estudio comparativo de las distribucio- 
nes de frecuencias es preciso reducirlas a un pequeño número de datos 
característicos que las representen lo mejor posible. Para ello se con- 
sideran ciertos parámetros que se toman como medida de ciertas carac- 
terísticas de las distribuciones. Estos parámetros o medidas de una dis- 
tribución son fundamentalmente de dos tipos: medidas de centralización 
y medidas de dispersión. 


1.8. MEDIDAS DE CENTRALIZACION 


Las medidas de centralización tratan de condensar todos los datos 
de una distribución de frecuencias en un solo número o cualidad, según 
sea la variable o cuantitativa o cualitativa. En el caso de variables 
cuantitativas, dicho número es un valor medio comprendido entre el 
menor y el mayor de los valores que en la distribución toma la variable 
estadística, que se llama un promedio de la distribución. Los promedios 
más frecuentes empleados son la media, la mediana y la moda. 


137 


oo w 


7.8.1. La media 


Dada una distribución de frecuencias de una variable estadística 
cuantitativa: 





se llama media de esta distribución al número: 


L = TE Eg fT» d v h LE, > 
que abreviadamente se escribe: 


n 


a 


T= bs fix; 
= 1 


Si una distribución de frecuencia viene definida por las frecuencias 
absolutas de una muestra de extensión N: 














US No Nz TL 
fi = ; fe = > f; = , > fa = — 
N N N N 


Y la media de la distribución es: 








UN ns Mn 
T = -Tı + — -T +... H i Ly 
N N N 
O sea: 
n 
Y 
RT] + HE, Y... + NT Zi MT, 
i — 1 
T = H 
N N 


Evidentemente se tiene: 


Ni + ns + Nng + |.. H Np =N 
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Y la suma de frecuencias relativas es, como sabemos: 


Nı Na Ny 
fi + fe + o + fa e HH Il tH 


N N N 








N 
= —— = ] 
N 


Cuando todos los valores que toma la variable se presentan una sola 
vez, esto es, ny = n, = ... = n, = 1, la media de la distribución es: 


O BAr. +T, 
L = 





N 
Ejemplos: 


l. Las edades de los seis dependientes que tiene un comercio son: 


18, 19, 25, 29, 34, 35 años. Hallar la media de dichas edades. 
Solución: 


_  184194+254+294+34+35 160 
+= 





= —— = 26,6 años. 
6 6 


La medida de la longitud de 50 varillas ha dado los siguientes re- 
sultados: de 5 cm, 8 varillas; de 7 cm, 6 varillas; de 8 cm, 6 va- 
rillas; de 9 cm, 9 varillas; de 10 cm, 11 varillas: de 12 em, 7 vari- 
llas, y de 13 cm, 3 varillas. Hallar la media de las longitudes. 
Solución: 


Esta distribución de frecuencias podemos expresarla así: 





Variable estadistica: 









Frecuencia absoluta: fa |8 





Frecuencia relativa: f| 0,16 0,12 0,12 0,18 0,22 0,14 006 


La media es: 


.  85+67+6.84+9.9-+11.10+7.124+ 313 444 
L Mmr 





— = — = 8,88 cm 
50 90 


7.8.2. La mediana 


La mediana de una distribución es un valor tal que ordenandos los 
datos, es decir, los valores que ha tomado la variable estadística, por 
magnitudes crecientes, la mitad de los mismos son superiores a él (o 
iguales) y la otra mitad son inferiores (o iguales). 
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Cuando hay un número impar de datos Y éstos no están distribuidos 


en frecuencias (es decir, todos los datos tienen frecuencia absoluta uno), 
para hallar la mediana basta ordenarlos en el sentido creciente y la 
mediana será el dato que ocupa el lugar central. 


Ejemplo: 


Los precios de los nueve libros de texto de un curso de Bachillerato 
son, en pesetas, 150, 160, 190, 196, 222, 275, 280, 310, 320. ¿Cuál es el 
precio mediano? 


Solución: 


De acuerdo con la definición, podemos observar que el precio me- 
diano es M = 222 ptas. 


Cuando hay un número par de datos y éstos no están distribuidos 


en frecuencias, para hallar la mediana se ordena en orden creciente y se 
toma como mediana la media de los dos valores centrales. 


Ejemplo: 


La duración, en horas, que han estado encendidas, de un lote de diez 
bombillas de una determinada marca, ha sido: 115, 131, 183, 188, 191, 
203, 212, 234, 253, 255. ¿Cuál es la duración mediana? 


Solución: 
191 + 203 


BE meriam 1397 VOTOS 
9 


En el caso en gue los datos tengan distintas frecuencias, la mediana 


corresponderá, una vez ordenados los datos en orden creciente, al último 
sumando de las frecuencias absolutas que de una frecuencia absoluta 
acumulada igual o inmediatamente mayor que la mitad de la extensión 
N la muestra. 
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Longitudes: 


Ejemplo: 


La siguiente distribución corresponde a las longitudes en cm de una 
muestra de 50 varillas. 








ee 


Frecuencias asbolutas: f.a 8 10 9 pla 12 


Frecuencia relativa: Lx: 0,16 0,20 0,18 0,22 0,24 


Las frecuencias absolutas acumaladas son: 


50 
F,=8; F, = 8 + 10 = 18; F,=8+10+4+ 9 =27 > 





2 


Luego la longitud mediana es M — 13 cm. 


Si se utilizan frecuencias relativas, la mediana corresponde al último 
sumando que dé una frecuencia relativa acumlada 0,50 o inmediata 
superior. ° 


Cuando se trata de frecuencias agrupadas se procede como se indica 
en el siguiente ejemplo. 


Consideremos el ejemplo del párrafo 7.5, relativo a las tallas de 

90 soldados. Vemos que la primera frecuencia absoluta acumulada su- 
50 

perior a —— = 25 es F, = 30 y la anterior F, = 10; luego la primera 
2 


mitad de la muestra está formada por los soldados del 1.0 y 2.0 interva- 
los de clase y por 15 soldados del tercer intervalo de clase. Y se razo- 
na así: G 

las tallas de los 20 soldados del tercer intervalo tienen un recorrido 
de 5 cm; 


las tallas de los 15 soldados del tercer intervalo tienen un recorrido 
de h. 
15.5 
¡E 





=— 3,/9 CM 
20 


Luego, la talla mediana es M = 165 + 3,75 -= 168,75 cm. 


7.8.3. La moda 


La moda de una distribución de frecuencias es el valor de la varia- 
ble al que corresponde mayor frecuencia. Cuando la distribución es de 
frecuencias agrupadas, la moda es la marca de clase del intervalo de 
mayor frecuencia. 


En el ejemplo anterior correspondiente a las longitudes de 50 va- 
rillas, la moda es M, = 12 cm. 


En el ejemplo de las tallas de 50 soldados citado últimamente, la 
mayor frecuencia corresponde al tercer intervalo, cuya marca de clase 
es 170. Luego, la moda es M, = 170 cm de estatura. 
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1.9. MEDIDAS DE DISPERSION 


El análisis estadístico no puede limitarse únicamente al cálculo de 
promedios. "También interesa saber si los valores de la variable estadís- 
tica se hallan más o menos próximos o lejanos respecto de su valor cen- 
tral (que puede ser cualquier promedio); esto es, si dichos valores de 
la variable se hallan dispersos respecto del valor central o concentrados 
alrededor del mismo. Las medidas de dispersión pueden ser relativas y 
absolutas. 


Las medidas relativas son las que vienen expresadas en unidades con- 
cretas, como metros, kilogramos, etc. Las más importantes son: el reco- 
rrido, la desviación media, la varianza y la desviación típica. 


Las medidas absolutas son las que vienen expresadas por números 
abstractos. La más importante es el coeficiente de variación. 


7.9.1. Recorrido 


El recorrido es la diferencia entre el mayor y el menor de los valores 
observados. 


Ejemplos: 


1. Los 50 paquetes depositados un día por un comerciante en una 
agencia de transportes, clasificados por pesos, han dado la siguien- 
te distribución: 


De 15 Eg as wz su ss ws az sz P paquetes 
De 21 EE 2. me ees ses oszze sss ss Y paquetes 
De 29 EE sza vee ws e ve sz a 90: PAQUETES 
DE 28 EÈ sx e sa me en szt sze 2A paquetes 


El recorrido de la distribución es 28 — 15 = 13 kg. 


2. Supongamos que la distribución de los 40 paquetes depositados 
otro día en la misma agencia sea: 


DÈ TEE ee mu se we es me se DIES 
De 129 EE as os sm p asz az D paquetes 
DO: -EE ae soma en we es sm T paduetes 
De 29 EE ses ia wes wwo q ggg a O pametes 
DE 30 EE Z esi am ere om vrn men H mees 


El recorrido es: 30—7 = 23 kg. 


Lo que nos muestra que en esta segunda distribución los datos son 
más dispersos que en la primera. 
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7.9.2. Desviación media 


Sea x la media de una distribución de frecuencias de extensión N: 
LT TZ TZ Zi. Ti 
F fi fə fs pand Fe 

Los números d, = tı — T, dz = t —T, ..., d, = t, — Z7 se llaman 


desviaciones de los valores de la variable estadística respecto de la 
media. 


De igual modo se definen las desviaciones de dichos valores respecto 
de la mediana M o de la moda M.. 


La desviación mediana se defiene como la media de los valores ab- 
solutos de las desviaciones respecto de uno de los promedios. Corriente- 
mente este promedio es la media, pero en muchas ocasiones conviene 
utilizar la mediana. 


Así pues, la desviación media, cuando el promedio utilizado es la 
media, es: 


da = fi | 2, —x | tf] eP +.. + fa| 2,—2 


Abreviadamente se escribe: 


TL 
dn =È fie | 2,—1| 
iai 


Si utilizamos como promedio la mediana M, la desviación media es: 
Dm = ZL | T, —M | 
La suma de las desviaciones de los valores de la variable estadística 
respecto de la media es: 


S = M, (1, — T) + Mo (Lo — T) +... + M, (La — T) 


donde Mı, M2, Mz, ..., M, son las frecuencias absolutas de dichos valores. 
Dicha suma vale cero, pues se tiene: 


S sz (MT, + Mola + ...... + MT) — (Mi + Ma F ...... + Mn) T 
O sea: 


S=NI—Nr=0 
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Por este motivo, para hallar la desviacion media se emplean los va- 
lores absolutos de las desviaciones, pues si utilizamos dichas desviacio- 
nes con su igual, la desviación media siempre sería cero. 


Ejemplo: 


Las edades de los jugadores de un equipo de fútbol son 22, 20, 20, 25, 
25, 25, 26, 26, 30, 30, 30. Hallar la desviación media. 


La distribución de frecuencias podemos expresarla así: 


Edades: s| 20 22 25 26 30 
F. absolutas: jg] 2 1 3 2 $ 





La media es: 


E 2.20 + 1.22 + 3.25 + 2.26 + 3.30 279 
TE = ——= 240 años. 
11 11 





Las desviaciones con sus frecuencias son: 


Desviaciones: | —5,3 —3,3 —0,3 —0.7 ll, 7 
a, e A 


Frecuencias: | 2 1 3 2 3 


La desviación media es: 


2.5,3 + 1.3,3 + 3.0,3 + 2.0,7 + 3.4,7 30,3 
cz nc DN MS. 
11 11 


Am = 





7.9.3. Varianza y desviación típica 
Se lama varianza de una distribución de frecuencias a la media de 
los cuadrados de las desviaciones. 


Se llama desviación típica de dicha distribución a la raíz cuadrada 
de la varianza. 


Suele representarse la desviación típica por la letra griega o, y la 
varianza por 67. 


Así, pues, la varianza de la distribución: 


DY Ti Fo Pger t. 


EL Z de fage A 
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es el número: 


a? = hP 7)? fo (2 — T)? +... + LUR — 2)? 


Abreviadamente se escribe: 


n 
g? = b fı (1, — 1)? 
1 1 


La desviación típica es: 


n 
¿| 2 fi (T, — z)? 


i= 1 


Si la distribución viene dada por las frecuencias absolutas Mi, Mə, 
Ms, ..., Ma de los valores Tı, Tz, %3..., Z, de la variable, entonces las fre- 
m; Ma fa 


7 s 
N N N 
rianza y la desviación típica vienen expresados como sigue: 








cuencias relativas son f, = , y la va- 


Mı Mo m,, 


(Tı — 1)? + — (T2 — T)? +... + — (T, — D)2, 
N N 


g? = 





que abreviadamente se escribe: 















n n " 
Z HL LE T)? £ MP TIS 
i=1 i = 1 
37 = — g= 
N N 
Ejemplos: 


1. El consumo de agua en una industria durante los dias de una se- 
mana ha sido: Lunes, 40 m; martes, 43 m$; miércoles, 50 m; jue- 
ves, 28 m$; viernes, 42 m"; sábado, 33 m". Calcular la varianza y 
la ‘desviación típica. 
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10 


El cálculo podemos disponerlo como sigue: 


Cantidades 


246 


Desviaciones 
d= T, — T 


Cuadrados 


de las 


desviaciones 
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Media: x= — = 41 m?; Varianza: c? = — = 26,66. 


Desviación típica: c = Y 26,26 = 5,1 më. 


6 


6 


2. En el ejemplo del párrafo 7.5, relativo a la distribución de las 
tallas de 50 soldados, dada por la siguiente tabla: 


2 soldados con estatura comprendida entre 157,5 cm y 162,5 cm 


» 


NN 
EO GH a qO 


LE 


Para hallar la 


disponerse así: 
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Frecuen- 
cias abso- 
lutas: mi; 


33 


99 


” 





162,5 cm y 167,5 cm 
167,5 cm y 172,5 cm 
172,5 cm y 177,5 cm 
177,5 cm y 182,5 cm 
182,5 cm y 187,5 cm 
187,5 cm y 1925 cm 


varianza y la desviación típica, la operación puede 


mi (Xi — T)’ 


176,72 
154,88 
7,20 


219,52 
661,80 
1 216,80 
848,72 


3 185,64 


8 470 3 185,64 
Media: 1 = ————-= 169,4; Varianza: o = ———— — 63,71; 
50 50 
desviación típica c = V 63,71 = 7,9 cm. 


7.9.4. Coeficiente de variación 


Las anteriores medidas de dispersión son medidas relativas y por 
este motivo no siempre es posible determinar entre dos distribuciones 
que tienen distinta desviación típica cuál de ellas tiene mayor disper- 
sión o concentración respecto de la media. Por ello se utilizan otras 
medidas que son independientes de la unidad en que vienen medidos 
los valores de la variable y que se llaman medidas absolutas; una de 
ellas es el coeficiente de variación. 


El coeficiente de variación de una distribución se define como el co- 
ciente de la desviación típica por la media, y suele representarse por V: 


O 





Así, pues, V = 


T 


A veces el coeficiente de variación se representa en forma de por- 
centaje: 


O 


V = : 100 





T 


Ejemplo: 


En el ejemplo anterior, relativo a la distribución de las tallas de 
50 soldados, el coeficiente de variación es: 


7,9 
V = ——— = 0,046 = 4,6 % 
169,4 


7.10. MOMENTOS 


Dada la distribución de frecuencias: 


zin ds ByE 
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se llama momento central de orden h, donde h es un entero positivo, al 
número: 


an = fi Th + fa Th +. H fa Th 
que abreviadamente se escribe: 


n 
dy == 2 fiz” 
Í = 1 


En particular, el momento central de primer orden: 
d = fi Ta + fe Ta +... + fa Ta 
es igual a la media 1. 
Se llama momento de orden h respecto de la media, al número: 
pa = fa (£1 — 2)” + fo (Lo — 2)" +... + fn (Zn — 1)" 
En particular, el momento de segundo orden respecto de la media: 
pa = fı (2, — 2)? + fe (T2 — T)? +... + fa (Tn — T)? 


es la varianza. 


Si la distribución viene dada por las frecuencias absolutas 
Mi, Ma, ..., Ma, donde Mı + Mz + ... + M, =N es la extensión de la 
muestra, el momento central de orden k y el momento respecto a la 
media de orden A, son, respectivamente: 


mix + Malo? +... + MAT? È ma 


A, = —— c A 


N N 


Dn m-aro 
N 
n me 
E HEB 2" 
isz1 
o N 
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4.11. CALCULO ABREVIADO DE LA VARIANZA 


Sea la distribución de frecuencias: 
T| Ti Tz Za... a 


fih feo heh 


Si en la fórmula de la varianza: 


n —- 
“n= E hb EIS 
i = 1 


se desarrolla el segundo miembro se tiene: 


n n n n 
ee S parna E ae Z RR ES 
i= 1 i = 1 i — 1 i= 1 

y como, 

n n ` n 

2 LE =s 2 Ip, = 1 E 2 beel 
Z ae 1 $ — 1 i = 1 
resulta: 


O sea: 
02 = ln — T? 


Luego, la varianza de una distribución de frecuencia es igual al mo- 
mento central de segundo orden menos el cuadrado de la media. 


Ejemplo: 


Las horas de sol en una ciudad durante un mes han sido: 5 días 
con 10 horas de sol; 7 días con 8 horas de sol; 8 días con 7 horas 
de sol; 6 días con 4 horas de sol, y 4 días con 0 horas de sol. Hallar 
la medía diaria de horas de sol y la desviación típica. 


E 10 8 7 7 0 Sumas: 
f.a 5 7 8 6 4 
max 50 56 56 24 0 186 
T 100 64 49 16 0 
ma 500 448 392 96 0 1436 
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Las frecuencias absolutas son los dias que han tenido las mismas 
horas de sol. 


La media es: 


186 





X= = 6,2 horas. 


30 
El momento central de segundo orden es: 


1 436 


Q — = 47,86 





30 
La varianza y la desviación típica son: 


o = a. — T? = 47,86 — 38,44 = 942 ; c = V 9,42 = 3,06 horas 


7.12. MEDIDAS DE UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD 


En el estudio de una distribución de probabilidad de una variable 
aleatoria se calculan ciertos parámetros que se toman como medida de 
ciertas características de la distribución. Estos parámetros son, como 
en las distribuciones de frecuencias, parámetros de centralización y pa- 
rámetros de dispersión. 


En una distribución de probabilidad se utiliza la media como pará- 
metro de centralización y la varianza y la desviación típica como pa- 
rámetros de dispersión. 


El cálculo de estos parámetros es análogo al de los parámetros de 
una distribución de frecuencias. Basta cambiar los valores de la variable 
estadística por los valores que puede tomar la variable aleatoria, y las 
frecuencias de los primeros por las probabilidades de los segundos. 


7.12.1. Media 


Dada una distribución de probabilidad de una variable aleatoria: 





se llama media de la distribución al número 
T = piti + Pela +... H Pan ; 
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gue abreviadamente se expresa por: 


Po y 


1.12.2. Varianza y desviación típica 


La varianza de dicha distribución se define así: 
eB HIP L Pa (T2 — D)? L + Bai — T)? 
Abreviadamente se expresa por: 


n 
L Pi(1,— 1)” 


La desviación típica es la raíz cuadrada de la varianza, y se expre- 
sa por: 


a 

| 
an 
I tag 


P: (T; — T)? 


Los números hæ EE b =b ...: ül eszű —m 


se llaman desviaciones de los valores que puede tomar la variable alea- 
toria respecto de la media. 


La media de las desviaciones vale cero, pues se tiene: 


Pı (T, — T) + Pr (T2 — T) d an + rl a Eae 


= (MT, + Pola +... + Pata) — (Di + Pe + Da +... + Pa) T = L— T= U 
7.12.3. Momentos 


Es una distribución de probabilidad de una variable aleatoria: 





151 


se llama momento central de orden h, donde A es un entero positivo, al 


número: 
Oh = px, = Pato + uY pa Dita 


que abreviadamente se escribe: 


ossz Y px 
i= 1 
En particular, el momento central de primer orden 
aa = Db + Palo +... + Hat, 
es igual a la media T. 
Se llama momento de orden h respecto de la media al número: 
hn = Pi L — 1)" + Pa (Lo — 1)" +... + Pa (Ca — 1)" 


que abreviadamente se escribe: 


TL 
ln == S. D; (AX 


i= 1 
En particular, el momento de segundo orden respecto de la media 
He = Pı (Lı — T)? + Pe La T)? +... + Pn (Ea — 7)? 


es la varianza. 


7.12.4. Cálculo abreviado de la varianza 


Si en la fórmula de la varianza: 


n 
07 = 2, P: (1, — 1)? 
i=1 


se desarrolla el segundo miembro, se tiene: 


n 
g = 2 Di (EP DIA Y A) sz 


i=1 
n n E n 
E LS DX == Jr > Pt; —— b ca L Pi 
i=1 


i = 1 


y como 


resulta: 


O sea: 


n TL n 
2 HEG =x; E Pt, P D, = 1, 
Lim E l==] 1=1 


0" = ls — 21* Y x* 


Ejemplos: 


E, 


En la distribución de probabilidad correspondiente a la tirada de 
un dado, calcular la media y la desviación típica. 


Dicha distribución puede expresarse así: 





D o e A A AAA il 
6 6 6 6 6 6 
La media es: 
1 21 7 
t=—(14 2434 44546) = ——= —- puntos 
6 6 2 


El momento de segundo orden es: 


1 91 
E PR (qa + 92 -+ 3 + 4? -+ 5? + 67) segan LEE 
6 6 


La varianza es: 


La desviación tipica es: 


o= Y 2,91 = 1,7 puntos 


Hallar la media y la desviación típica de la distribución de pro- 
babilidad correspondiente a sacar una bola de una urna que con- 
tiene tres bolas señaladas con el número 1, dos bolas señaladas 
con el número 2, cuatro bolas señaladas con el número 3 y una 
bola señalada con el número 4. 
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La distribución puede ex- 


1 2 3 4 

03 02 04 Q, presarse como se indica al 

03 04 12 04 margen. Las probabilida- 
des son: 

1 á 9 16 


OLD 03 p(2) =0, 





713) 04 ; p (4) =0,1 


La media de esta distribución es: 


4 
ta Y DCB S 
tai 


El momento de segundo orden es: 


Det E 
1 


Oy == 
i 


IL 12 Œ 


La varianza y la desviación típica son, respectivamente: 


o = a — X = 6,3—2,3 = 1,01 ; 0— V101—1 


EJERCICIOS 


19 


La temperatura máxima marcada por un termómetro en los días de una 
semana ha sido: 23, 27, 24, 22, 28, 21, 23 grados. Hallar la media de estas 
observaciones y la desviación típica. 


La cotización de unas acciones en cuatro días consecutivos ha sido: 190, 
180, 175, 160. Calcular la media, la desviación tipica y el coeficiente de 
variación. 


Las tallas de seis soldados son: 1,68 m, 1,72 m, 1,70 m, 1,715 m, 1,72 m y 
1,68 m. Hallar el recorrido, la desviación media y la desviación típica. 


Una persona que posee una participación de lotería tiene las probabilida- 
des 0,1; 0,2; 0,3 y 0,4 de ganar 10000, 5000, 100 y 0 ptas., respectivamente. 
Calcular la media y la desviación típica de esta distribución de probabilidad. 


Se ha revisado un lote de tornillos obteniéndose el número de defectos que 
se indica en la tabla: 


Número de defectos 0 1 3 4 5 


Frecuencia 600 320 100 25 1 


Hacer la distribución de frecuencias y determinar la media, varianza y des- 
viación típica. 


Se han revisado 7 lotes de 1000 tornillos, los cuales contenian las siguientes 
piezas defectuosas: 8, 7, 2, 3, 2, 4, 1. Calcular la media y desviación típica. 


En un coche se hacen 10 km a 60 km/h y después otros 10 km a 70 km/h. 
¿Cuál es la velocidad media? 


Se ha conducido un coche durante 10 minutos a 60 km/h y otros dicz a 
70 km/h. ¿Cuál es la velocidad media? 


En una población las edades de las mujeres que contrajeron matrimonio se 
distribuyen en determinado año de la siguiente forma: 
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10. 


11. 


Edades 


Número de mujeres 





Hacer el histograma de frecuencias y hallar la media aritmética, la mediana 
y la varianza. 


En un colegio se han clasificado los alumnos de un curso por sus tallas, 
obteniéndose la tabla: 











| 1,98-1,59 





Talla 1,60-1,61 | 1,62-1,63 | 1,64-1,65 | 1,66-1,67 | 1,68-1,69 





N.° de alumnos 
Hacer el histograma de frecuencias y hallar la media aritmética, mediana y 
varianza. 


Una moneda se ha cotizado según la tabla: 


2 















50,2-50,3 | 50,4-50,5 | 50,6-50,7 


Cotización 


N.° de dias 


Hacer el histograma; hallar la media, mediana y desviación típica. 
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EVOLUCION APENDICE 
HISTORICA 

DE LA 

MATEMATICA 


. La primitiva matemática 
La matemática griega 
La matemática en la Edad Media 


. La matemática en el Renacimiento 


a mo 9 vw pl 


. La matemática a partir del siglo XVII 


Idea sucinta de la evolución histórica de la matemática y su influencia 
en el pensamiento filosófico y científico de la humanidad 


1. LA PRIMITIVA MATEMATICA 


Los datos más antiguos que se conservan de conocimientos matemá.- 
ticos proceden de Mesopotamia (sumerios y babilonios) y de Egipto. 


Neugebauer, uno de los más notables investigadores sobre la escri- 
tura cuneiforme, descifró multitud de documentos. Los sumerios po- 
seían un calendario preciso, lo cual implica conocimientos astronómicos 
y aritméticos bastante desarrollados. El mayor número de documentos 
procede de la época del gran legislador Hammurabi, hacia el año 2 100 
antes de Jesucristo. De su estudio se deduce que poseían un sistema 
sexagesimal de numeración en el que las cifras tenían un valor rela- 
tivo según la posición, igual que en el sistema decimal que hoy utili- 
zamos. Los babilonios fueron infatigables compiladores de tablas arit- 
méticas; se han descifrado tablas de cuadrados, de cubos, de fracciones 

1 


del tipo ——, etc. 
n 


En geometría puede decirse que su pensamiento no va más allá 
de la realidad física; conocían la división de la circunferencia en seis 
partes iguales y que el lado del exágono regular es igual al radio de 
la circunferencia circunscrita a él. 


La Aritmética de los egipcios, al igual que la de los sumerios y de 
los babilonios, nos muestra su carácter empírico. En el papiro Rhind, 
que data aproximadamente del año 1560 antes de Jesucristo, aparecen 
fracciones descompuestas en suma de fracciones de numerador uno. 

2 1 d 1 
Por ejemplo, —— = —— + —— + —-—, No se conoce si tenían un 
17 12 51 68 
procedimiento racional para obtener estas descomposiciones; quizás re- 
presenten la experiencia de muchos siglos cuidadosamente conservada 
en tablas para su uso futuro. 
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Los egipcios y babilonios poseían una especie de Algebra, aunque 
sin el simbolismo de la matemática actual. Así, en el libro de Ahmés 
aparece el problema de hallar un número que sumado con su quinta 
parte dé 21, del que expone una solución verbal. En los documentos 
babilónicos de arcilla se encuentran reglas para la resolución de mu- 
chas ecuaciones algebraicas; esto indica que al menos poseían la idea 
de los procedimientos generales y una especie de intuición de lo que 
hoy llamamos demostración. 


Los egipcios tenían gran cantidad de conocimientos geométricos de 
carácter empírico. Conocían lo que hoy llamamos teorema de Pitágoras, 
al menos referido al triángulo de lados 3, 4 y 5, que se utilizaba para 
construir perpendiculares sobre el terreno mediante una cuerda divi- 
dida por dos nudos en tres partes de cinco, cuatro y tres unidades. El 
papiro Rhind del Museo Británico contiene reglas para hallar el volumen 

4 y? 
de un granero cilíndrico, tomando para valor de m el valor | — l 

3 J 
El papiro de Moscú descifrado en 1930 contiene un ejemplo numérico 
correcto para hallar el volumen de un tronco de pirámide cuadrada. 


Podemos resumir diciendo gue los conocimientos matemáticos de Ba- 
bilonia y Egipto fueron adguiridos por procedimientos empíricos gue 
en nada se parecen a los procedimientos de la matemática actual y es- 
taban orientados hacia un fin utilitario. Indudablemente aplicaban a 
las cuestiones matemáticas una especie de razonamiento, pero sólo as- 
piraban a soluciones de carácter práctico muy distintas a la Geometría 
de los griegos y de lo que éstos estimaban que debía ser el ideal de la 
Ciencia. 


2. LA MATEMATICA GRIEGA 


Los conocimientos matemáticos de los pueblos orientales se trans- 
mitieron a Grecia. Los griegos, a partir del siglo VI antes de Jesucristo, 
descubrieron que dichos conocimientos podían agruparse en estructu- 
ras racionales, dentro de las cuales, utilizando el razonamiento, se po- 
dían obtener nuevos resultados. 


La matemática griega, que se desarrolla a partir de unos principios 
lógicos que todavía tienen validez en la matemática contemporánea, se 
caracteriza por la abstracción de sus conceptos, por el método lógico- 
deductivo aplicado a su desarrollo y por el objetivo que persigue, que 
es más bien una manifestación de cultura que aplicaciones de orden 
práctico. 

Thales de Mileto, uno de los siete sabios de Grecia, creador de la 
Escuela Jónica, es considerado como el primer geómetra y sus descu- 


brimientos, como los teoremas de semejanza de triángulos, la igualdad 
de los ángulos en la base de un triángulo isósceles, la suma de los 
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ángulos interiores de un triángulo, etc., figuran todavía en la Geome- 
tría actual. 


Destruida Mileto por los persas, los intelectuales jonios se refugiaron 
en las colonias de la Magna Grecia, al sur de Italia, y Pitágoras fundó 
en Crotona, el año 535 a. C., la llamada por Aristóteles “Escuela Itálica”, 
que era una hermandad de tipo religioso que tendía a la purificación 
de sus adeptos por medio de las matemáticas como ciencia y de la mú- 
sica como arte. El teorema de Pitágoras relativo a los triángulos rec- 
tángulos, al ser aplicado al triángulo rectángulo isósceles de catetos 
iguales a la unidad, condujo al descubrimiento de los números irracio- 
nales, que al hallarse en contradicción con los conceptos aritmético- 
geométricos sostenidos por la Escuela Pitagórica, dio lugar a que Zenón 
de Elea, perteneciente a la Escuela Eleática, sometiera el pitagorismo 
a una revisión crítica. 


La geometría pitagórica se basa en el concepto de punto como uni- 
dad que tiene una posición en el espacio; de aquí que el cuerpo geomé- 
trico fuera considerado como una pluralidad, como una suma de pun- 
tos de igual modo que el número entero es una suma de unidades. 
Zenón de Elea descubre que el fallo de la matemática pitagórica se 
halla en la concepción del cuerpo geométrico como pluralidad y con 
sus famosas paradojas o aporías prueba la falsedad del citado concepto 
pitagórico. En la dicotomía, Zenón razona del siguiente modo: si se 
recorre la mitad de una distancia, luego la mitad de la mitad restante 
y así sucesivamente, nunca alcanzaremos el final, ya que existirán en 
toda línea infinitos puntos, los cuales no podrán tocarse uno por uno 
en un tiempo finito; de esta contradicción con la realidad se deduce 
la falsedad de considerar la línea como suma de puntos sucesivos. Ad- 
mitiendo la división dicotómica hasta el infinito, se obtienen partes cada 
vez más pequeñas, y si hay un elemento final, dicho elemento será nulo, 
y, puesto que una suma de ceros es nula, la línea no tendría ninguna 
longitud; pero, por otra parte, la línea se podrá dividir en porciones 
que tendrán una cierta longitud y como la división se prolonga hasta el 
infinito, la longitud de la línea sería infinita. Con este razonamiento 
Zenón no pretende demostrar que una línea tiene simultáneamente 
una longitud infinitamente pequeña o infinitamente grande, sino que 
expresa la contradicción a que nos conduce concebir el continuo, esto 
es, lo divisible hasta el infinito como suma de elementos indivisibles. 


En resumen, aceptando la teoría pitagórica de un espacio y un tiem- 
po mínimo, Zenón llega a un absurdo que destruye el concepto de es- 
pacio como suma de puntos y el concepto de tiempo como suma de ins- 
tantes. Las críticas de Zenón mostraron que las nociones de espacio y 
de tiempo han de construirse racionalmente como variedades continuas 
e hicieron patentes las consecuencias absurdas a que nos conduce el 
razonar con premisas falsas. 


Platón, nacido en Atenas el año 428 a.C., hizo un viaje a Italia, 
donde estudió la matemática de los pitagóricos; al regresar a Atenas 
fundó su famosa Academia, en cuya puerta rezaba la inscripción “Na- 
die entre que no sepa Geometría”. La filosofía de Platón ejerció notable 
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influencia en la evolución de esta rama del saber; no ocurrió igual con 
su matemática adaptada al molde pitagórico. 


Eudoxio de Cnido (408-335 a. C.), discípulo de Platón, al no aceptar 
las especulaciones de su maestro, se separó de él y realizó una crítica 
constructiva del pitagorismo. Introdujo el concepto de magnitudes pro- 
porcionales sentando las bases sobre las que construiría la noción de 
número irracional o inconmensurable, que no habría de modificarse, en 
lo fundamental, hasta la segunda mitad del siglo XIX, en que, debido 
a la revisión crítica que sufrió el análisis matemático, era necesario dar 
una fundamentación rigurosa del número real. Las aportaciones de 
Eudoxio resolvieron la crisis provocada por las aporías de Zenón y, al 
introducir la noción de número irracional, admitiendo que una magni- 
tud no necesita ser racional para ser tal magnitud, amplió los hori- 
zontes de la matemática, dándole un carácter de generalidad descono- 
cido hasta entonces. 


Son notables los tres problemas, llamados hoy problemas clásicos, de 
la cuadratura del círculo, duplicación del cubo y trisección del ángulo 
que intentaron resolver gráficamente los geómetras griegos utilizando 
solamente la regla y el compás, únicos instrumentos cuyo uso admitían 
los matemáticos griegos. Hasta que en el siglo pasado se demostró la 
imposibilidad de solución de dichos problemas, gran número de ma- 
temáticos a lo largo de más de veinte siglos dedicaron su ingenio para 
intentar resolverlos. Diremos que el problema de la cuadratura del 
círculo consiste en construir con regla y compás un cuadrado de igual 
área que un círculo dado. El problema de la duplicación del cubo con- 
sistía en construir con regla y compás el lado de un cubo de volumen 
doble que un cubo dado. El de la trisección del ángulo consistía en tra- 
zar por el vértice de un ángulo dado, utilizando también regla y com- 
pás, dos semirrectas que dividieran al ángulo en tres ángulos iguales. 


" Pero el máximo esplendor de la matemática griega fue alcanzado por 
los matemáticos de la Escuela Alejandrina. Al conquistar Egipto los 
soldados de Alejandro Magno en el año 333 a.C., fue fundada en su 
honor la ciudad de Alejandría, a la cual acudieron muchos sabios y ar- 
tistas griegos. Los Ptolomeos fueron grandes protectores de las ciencias 
y de las artes y crearon en dicha ciudad el Museo, que era un centro 
docente y de investigación. En él explicó Euclides sus famosos Elemen- 
tos, obra cumbre de la matemática griega y primer documento escrito 
de la ciencia deductiva. Los elementos pueden considerarse como la sis- 
tematización del saber geométrico de Grecia desarrollado según los prin- 
cipios de la lógica aristotélica. 


Euclides, siguiendo el modelo lógico de Aristóteles, comienza su obra 
dando las definiciones de punto, línea, línea recta, ángulos, triángu- 
los, etc. Seguidamente establece unas premisas o postulados que enun- 
ciados en la forma actual son: 


1.0 Por dos puntos pasa una sola recta. 
2.0 La recta es ilimitada en los dos sentidos. 
3.0 Se puede dibujar una circunferencia de centro y radio dados. 
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4.0 Todos los ángulos rectos son iguales. 
9.0 Por un punto pasa una sola recta paralela a una recta dada. 
6.0 Dos rectas no paralelas tienen un punto común. 


A partir de estos postulados, Euclides llega a un conjunto de con- 
clusiones lógicas relativas a las figuras geométricas. El proceso seguido 
por Euclides se llama razonamiento lógico-deductivo o demostración. 


Arquímedes de Siracusa (287-202 a. C.) fue uno de los más preclaros 
científicos del mundo clásico. Había estudiado en Alejandría, pero des- 
pués se retiró a su ciudad natal, donde escribió sus obras, que son ver- 
daderas monografías. Los métodos empleados por Arquímedes tienen 
todavía valor actual. Tal es el método de exhaución, por el cual obtuvo 
el volumen de la esfera y el del cilindro; el área del segmento de pa- 
rábola, el cálculo de «z, etc. Fue el creador de la mecánica basada en 
postulados y determinó el centro de gravedad del segmento esférico y 
del segmento circular. 


Otros matemáticos de la Escuela de Alejandría fueron: Apolonio, 
cuya mayor gloria la debe al estudio de las cónicas en toda su genera- 
lidad, considerándolas como secciones planas de un cono de base circu- 
lar. Eratóstenes, que halló un método para obtener sucesivamente los 
números primos. El astrónomo Hiparco, cuyas observaciones del firma- 
mento le llevaron a sentar las bases de la Trigonometría. Herón de 
Alejandría, conocido por su fórmula para hallar el área de un triángulo 
conocidas las longitudes de los lados. 


3. LA MATEMATICA EN LA EDAD MEDIA 


La matemática de los romanos y de la Edad Media conserva el espí- 
ritu de la matemática griega y sus aportaciones son escasas. Los árabes 
se limitaron a comentar los resultados obtenidos por la matemática 
griega y a través de ellos pasaron al occidente europeo. El sistema de 
numeración decimal de origen indio, y transmitido por los árabes a 
Europa, supuso un gran avance para el cálculo numérico, pero es in- 
dudable que la mayor aportación hindú fue la creación del Algebra, 
que había de ser la base del resurgir matemático a partir del Renaci- 
miento. Podemos considerar a Diofanto el inventor del Aleebra. Diofanto 
dio las reglas para resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones de pri- 
mer grado y fue el primero en utilizar símbolos para representar las 
incógnitas y las operaciones aritméticas. 


La matemática árabe se aproxima más a la ciencia empírica de Ba- 
bilonia y Egipto que a la racional de los griegos, pero sus aportaciones 
suponen un retroceso con respecto a los indios por su método retórico 
alejado de todo simbolismo. La principal aportación de los árabes fue la 
Trigonometría y la construcción de Tablas trigonométricas para su 
aplicación en la Astronomía. 


Como hechos más notables en la historia de la matemática en la 
Edad Media citaremos las Etimologías de San Isidoro de Sevilla (siglo VI), 
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gue recogen las nociones científicas y literarias de la antigüedad clá- 
sica. El libro tercero está dedicado a las matemáticas y se limita a las 
definiciones de las figuras planas y espaciales. La Escuela. de Traducto- 
res de Toledo (siglo XI) dio a conocer al occidente europeo las obras de 
la antigúedad clásica y de la cultura árabe; a ella se debe la traducción 
al latín de los Elementos de Euclides. 


4. LA MATEMATICA EN EL RENACIMIENTO 


El Algebra recibió un considerable impulso debido principalmente 
a los matemáticos italianos, cuyas investigaciones se dirigieron princi- 
palmente al estudio de las ecuaciones de tercero y cuarto grados. La 
resolución de la ecuación de tercer grado se debe a Tartaglia (1500-1557), 
si bien fue publicada por Cardano en su obra Ars Magna (1545). Car- 
dano dio el procedimiento para eliminar el término de segundo grado. 
Ferrari (1522-1565) resolvió la ecuación de cuarto grado. 


Paralelamente al progreso del Algebra, aparecen en Geometría mé- 
todos nuevos que recuerdan el método de exhaución de Arquímedes y 
que son una anticipación del Cálculo Infinitesimal,. Uno de estos mé- 
todos es el de los indivisibles de Cavaleri (1598-1647), que consiste en 
suponer las superficies planas como “telas formadas por hilos parale- 
los” y los cuerpos como libros formados por “hojas paralelas”, llegando 
con este método a la obtención de áreas y volúmenes de diversas figuras 
geométricas. Guldin, aplicando los métodos de Arquímedes, descubre que 
el área engendrada por una curva plana, al girar alrededor de un eje 
de su plano, es igual a su longitud multiplicada por la longitud de la cir- 
eunferencia que describe el centro de gravedad. 


Matemáticos notables de esta época fueron el francés Blas Pascal 
(1623-1663), que descubrió propiedades importantes de las cónicas y la 
eurva llamada cicloide. Viete (1540-1603) fue el principal creador del 
método simbólico que constituyó la base del rápido progreso de la ma- 
temática a partir de esta época. 


5. LA MATEMATICA A PARTIR DEL SIGLO XVII 


Fermat (1601-1665) y Descartes (1596-1650) son los creadores de la 
Geometría Analítica, que consistió en la aplicación sistemática del Al- 
gebra al desarrollo de la Geometría. El procedimiento de Descartes para 
relacionar el Algebra y la Geometría tiene por base lo que llamamos 
un sistema de ejes coordenados. La idea de Descartes fue que, determi- 
nada una curva por sus propiedades, puede obtenerse una relación 
f(x, y) =0 a la que satisfacen las coordenadas de cualquier punto de 
la curva. 


La conquista más importante de la matemática del siglo XVII fue 
la creación del Cálculo Infinitesimal por Newton (1642-1727) y por Leib- 
nitz (1646-1716), aunque los métodos empleados por uno y otro son to- 
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talmente distintos. El origen del Cálculo Infinitesimal se halia en el 
problema de determinar las tangentes a las curvas, gue Newton re- 
solvió introduciendo el concepto de derivada. Este problema, junto con 
el del cálculo de áreas limitadas por curvas, dieron lugar a, los métodos 
infinitesimales gue han conducido a las concepciones más fecundas en 
el campo matemático, tanto en su aspecto teórico como en las aplica- 
ciones en casi todas las ramas del saber científico, tales como la Física 
matemática, Cálculo de Probabilidades, etc. 


El Cálculo Infinitesimal de Newton se ha expuesto en su obra Me- 
thodus flurionum et serierum infinitarum, en el cual aparecen no sólo 
las derivadas e integrales de funciones, sino también la integración de 
ecuaciones diferenciales, dando la función primitiva por un desarrollo 
en serie y varias aplicaciones geométricas como el radio de curvatura 
de curvas planas, etc. 


Los trabajos de Leibnitz sobre Cálculo Infinitesimal son posteriores 
a los de Newton, si bien con una notación más adecuada para el cálcu- 
lo. Los descubrimientos de Leibnitz aparecieron en los Actas erudito- 
rum de la Academia de Ciencias de Berlín, donde además del Cálculo 
Infinitesimal figuran muchas aplicaciones del mismo, tales como máxi- 
mos y mínimos, círculo osculador de una curva, envolventes, etc. 


Con la invención del Cálculo Infinitesimal vuelve a aparecer en la 
matemática el concepto de infinito que condujo a nuevas paradojas, al 
igual que la aparición del número irracional sugirió a Zenón sus famo- 
sas aporías. Por este motivo era preciso hacer una revisión crítica de 
los conceptos básicos de continuidad, límite, función, etc., lo cual fue 
realizado por Cauchy a principios del siglo XIX. 


Los grandes matemáticos de los siglos XVII y XVIII, continuadores 
de la obra de Newton y Leibnitz, hicieron progresar rápidamente el 
Cálculo Infinitesimal, aunque el desarrollo formal, llevado a cabo sin 
una fundamentación rigurosa, les condujo a grandes contradicciones. No 
obstante, el Análisis del siglo XVIII aportó notables resultados, espe- 
cialmente en sus aplicaciones a la Geometría y a la mecánica por obra 
de matemáticos de gran talla, como Euler, Jacobo Bernouilli, Juan Ber- 
nouilli, Lagrange, Laplace, D'Alambert, etc., cuyas aportaciones ni si- 
quiera es posible enumerar en este breve estudio histórico de la mate- 
mática. 


A la etapa de crecimiento del Cálculo Infinitesimal, verificada en los 
siglos XVII y XVIII, siguió otra etapa de crítica y sistematización de 
diversas teorías, dando a las mismas un fundamento más racional que 
eliminará las paradojas que surgían al aplicar ciegamente el simbolismo. 
El mismo Euler se asombraba de que si en el desarrollo 
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Contradicciones de este tipo se presentan cuando se aplican las fór- 
mulas sin estudiar el campo de validez de las mismas. Era, pues, pre- 
ciso someter los conceptos básicos del Análisis a una profunda revisión. 
Cauchy es la figura más representativa de este movimiento revisio- 
nista y el iniciador de la tendencia llamada aritmetización del Análisis. 
En su obra Analyse Algébrique hace un estudio riguroso de las funcio- 
nes elementales y funda el Cálculo Infinitesimal apoyándose en los 
conceptos de límite y continuidad, lo que le permitió el desarrollo ri- 
euroso de la integral de una función continua, longitudes de curvas, 
áreas de superficies, etc. 


El concepto de integral definida de Cauchy permitió varias genera- 
lizaciones del concepto de integral por obra de los matemáticos Riemam, 
Sebesque, Denjoy, etc. 


A partir de Fourier adquiere importancia el concepto de función dis- 
continua por sus aplicaciones a las ciencias físicas, pues a la noción de 
continuidad de los fenómenos físicos admitida con anterioridad se opo- 
ne la discontinuidad en muchas teorías de la Física moderna. Baire fue 
el iniciador del estudio de las funciones discontinuas. 


Al genio creador de Cauchy se debe la importante teoría de Funcio- 
nes de variable compleja, tanto por su interés teórico como por las apli- 
caciones que de ella se derivan. 


Entre los grandes matemáticos del siglo XIX citaremos al alemán 
Gauss (1775-1855). Gauss introduce importantes conceptos que, siste- 
matizados más tarde, constituyen el fundamento del Algebra moderna. 
Citaremos los conceptos de relación de equivalencia, estructura de los 
erupos finitos conmutativos, geometrías no euclídeas, números com- 
plejos, cuaterniones, etc. 


Matemáticos importantes del siglo XIX son Boole, por sus trabajos 
sobre leyes del pensamiento y de lógica algebraica que han sido el fun- 
damento para la construcción de los ordenadores. Dirichlet y Dedekind, 
por sus investigaciones sobre números algebraicos, y Cantor, con su teo- 
ría de conjuntos que ha permitido la elaboración rigurosa de las suce- 
sivas ampliaciones del campo numérico y edificar el Análisis sobre el 
concepto de número. 


Hilbert es el iniciador del método axiomático en la matemática mo- 
derna. Para Hilbert, los entes matemáticos son nociones abstractas sin 
ningún contenido intuitivo a los cuales se les atribuyen propiedades 
que se expresan mediante axiomas y que constituyen una definición in- 
directa de los citados entes. Los axiomas deben ser compatibles e inde- 
pendientes. La compatibilidad significa exentos de contradicción. La in- 
dependencia se refiere a que ningún postulado sea consecuencia de los 
restantes. La compatibilidad es, pues, una exigencia necesaria; la inde- 
pendencia no es necesaria, si bien es una razón de perfección lógica. 


Al avanzar el siglo XX el pensamiento de los matemáticos se orienta 
hacia la construcción de la matemática como una unidad. Ha de haber 
analogía de métodos a pesar de la diversidad de los métodos aue maneja. 
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La Memoria sobre Teoría Algebraica de los cuerpos publicada por Steinitz 
en 1910 se considera como el inicio de la Matemática Moderna. En ella 
se manejan por primera vez, sistemáticamente, operaciones entre entes 
puramente abstractos que ya no son exclusivamente números o figuras 
empleadas tradicionálmente en las matemáticas. 


El grupo Bourbaki —nombre que agrupa a importantes matemáti- 
cos franceses— es el más caracterizado representante de las actuales 
tendencias de la matemática. Sus publicaciones acerca de diversas teo- 
rías de Algebra y en general de toda la matemática, representa el mayor 
esfuerzo de síntesis y profundización que han experimentado las mate- 
máticas en su larga historia. 
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